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K 1. �½��ê n ≥ 2, ¦���¢ê c, ¦�é?¿�K¢ê a1, a2, · · · ,

an, Ñ�3 i ∈ {1, 2, · · · , n}, ÷v ai−1 + ai+1 ≤ cai, Ù¥ a0 = an+1 = 0.

ekt�Ç�Ñ, ù�K´d 2013 cÛêZæI[èÀo�Á���KU

?
¤, ´�a Ky Fan .Ø�ª.

K 2. ®� n���ê, x1, x2, · · · , xn��¢ê, y²:

min

¨
x1,

1

x1
+ x2, · · · ,

1

xn−1
+ xn,

1

xn

«
≤ 2 cos

π

n+ 2

≤ max

¨
x1,

1

x1
+ x2, · · · ,

1

xn−1
+ xn,

1

xn

«
.

¯¢þ, �òK 1 ¥/^�U� ai−1

ai
+ ai+1

ai
≤ c, 2- xi =

ai+1

ai
1 ≤ i ≤ n,

ÒC¤
�K 2 �Ó�(�, d�K 2 �eI nAU� n− 1, l
K 1 ��Z

~ê c = 2 cos π
n+1

.

Ç£´Æ¬3ùµÁò�|^8B{y²
K 1, 
K 2 �(�)�¥k

´�E
��ê�, ¦� x1 =
1
x1

+ x2 = · · · = 1
xn−1

+ xn = 1
xn
, 2^�y{y²


ü>�Ø�ª, 
·�y²�{k¤ØÓ.

��Z~ê c = c(n), é��� n, �Ä�|¦Ø�ª��Òþ¤á�

(a1, · · · , an), �� c(2) = 1, c(3) =
√
2, c(4) =

√
5+1
2

, c(5) =
√
3. dd·ßÿ

c(n) = 2 cos π
n+1

. w�ù�(J��, ·é��
��±c3Æ�p�L�Ø�

ª¯K:

K 3. ®� a1, a2, · · · , an�Ø�� 0 �¢ê, ¦

a1a2 + a2a3 + · · ·+ an−1an
a21 + a22 + · · ·+ a2n

ÂvFÏ: 2017-12-04; ?¾FÏ: 2017-12-27.
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����.

ù�K��{´|^þ�Ø�ª²ïXê, =|^Xe n− 1�Ø�ª.

2a1a2 ≤ λ1a21 +
1

λ1
a22,

2a2a3 ≤ λ2a22 +
1

λ2
a23,

...

2an−1an ≤ λn−1a2n−1 +
1

λn−1
a2n.

�\�, �¦m> a21, a
2
2, · · · , a2n�Xê�Ó, �ÄéÑ λ1, · · · , λn−1 ∈ R, ¦�

λ1 =
1

λ1
+ λ2 =

1

λ2
+ λ3 = · · · =

1

λn−2
+ λn−1 =

1

λn−1
+ λn, (1)

ùp λn = 0, ·��¦����=� λ1
2
.

ù´��4íê�, ÷v λk+1 = λ1 − 1
λk

(1 ≤ k ≤ n − 1). N´��

0 < λ1
2
≤ 1 (Ï����� λ1, w,Ø�L 2), ·��� λ1 = 2 cosα, α ∈ (0, π

2
].

Kk

λ2 = 2 cosα− 1

2 cosα
=

3− 4 sin2 α

2 cosα
=

sin 3α

sin 2α
,

λ3 = 2 cosα− sin 2α

sin 3α
=

2 sin 3α cosα− sin 2α

sin 3α
=

sin 4α

sin 3α
.

��/, d8B{�� λk =
sin(k+1)α

sin kα
. ùp·�Iõg|^Ú�zÈúª

sin(k − 1)α + sin(k + 1)α = 2 sin kα cosα.

q�¦ λn = 0, � sin(n + 1)α = 0. Ïd�� α = π
n+1

, d�����

λ1
2
= cos π

n+1
. �Ò¤á�, k λka

2
k =

1
λk
a2k+1, 1 ≤ k ≤ n− 1. =

ak+1

ak
= λk =

sin(k + 1)α

sin kα
, 1 ≤ k ≤ n− 1,

�=

ak = c · sin kπ

n+ 1
, 1 ≤ k ≤ n, ùp c�Ø�u 0 �~ê.

ù�K��Y�K 1 ��YXd�q, ´Ä�±aq/�¤? ²L}Á, ·

uy´�±�.

du a1, · · · , an ≥ 0, �·��Iy²XeØ�ª:

a22 + (a1 + a3)
2+(a2 + a4)

2 + · · ·+ (an−2 + an)
2 + a2n−1

≤ 4 cos2
π

n+ 1
(a21 + a22 + · · ·+ a2n). (2)

ù�7�3�� i ∈ {1, 2, · · · , n}¦� ai−1 + ai+1 ≤ cai, Ù¥ a0 = an+1 = 0.
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�y²ª (2), ·��Ä n− 2�ÛÜ� Cauchy Ø�ª:

(ak−1 + ak+1)
2 ≤ (

1

λk−1
+ λk)(λk−1a

2
k−1 +

1

λk
a2k+1), k = 2, 3, · · · , n− 1. (3)

|^aq��{, ·��¦� λk = sin(k+1)α
sin kα

, k = 1, 2, · · · , n − 1. ùp

α = π
n+1

.

ù�, 5¿�

1

λk−1
+ λk =

sin(k − 1)α

sin kα
+

sin(k + 1)α

sin kα
= 2 cosα,

ò (3)é k = 2, 3, · · · , n− 1¦Ú�

(a1 + a3)
2 + (a2 + a4)

2 + · · ·+ (an−2 + an)
2

≤ 2 cosα
�
(
sin 2α

sinα
a21 +

sin 2α

sin 3α
a23) + (

sin 3α

sin 2α
a22 +

sin 3α

sin 4α
a24)

+ · · ·+ (
sin(n− 1)α

sin(n− 2)α
a2n−2 +

sin(n− 1)α

sinnα
a2n)

�
, (4)

ü>\þ a22 + a2n−1, d�, (4) ��>=� (2) ��>, 
m> a21 �Xê�

2 cosα · sin 2α
sinα

= 4 cos2 α, a2n �Xê� 2 cosα · sin(n−1)α
sinnα

= 4 cos2 α, a22 �Xê�

2 cosα· sin 3α
sin 2α

+1 = sin 3α
sinα

+1 = 2 cosα, a2n−1�Xê� 2 cosα· sin(n−2)α
sin(n−1)α+1 = 2 cosα,

é 3 ≤ k ≤ n− 2, a2k �Xê� 2 cosα · ( sin(k+1)α
sin kα

+ sin(k−1)α
sin kα

) = 4 cos2 α. l
k

a22 + (a1 + a3)
2+(a2 + a4)

2 + · · ·+ (an−2 + an)
2 + a2n−1

≤ 4 cos2 α(a21 + a22 + · · ·+ a2n).

ùÒ´ (2)ª.

d�ÜØ�ª���^�, Ak ak+1

ak−1
= sin(k+1)α

sin(k−1)α , � ak = sin kα, 1 ≤ k ≤ n,

��� c����Ò´ 2 cos π
n+1

, ùÒ)û
K 1.

ekt�ÇÓ���Ñ��aq�¯K:

K 4. (111���ÏÏÏ###(((���)))111 4 KKK) � a1, a2, · · · , an´¢ê, y²:

n+1X
k=1

(ak − ak−1)2 ≤ 2(1 + cos
π

n+ 1
)

nX
k=1

a2k,

Ù¥ a0 = an+1 = 0.

¯¢þ, K 4 �du

2 cos
π

n+ 1

nX
k=1

a2k + 2
nX
k=2

ak−1ak ≥ 0.

� a1, a2, · · · , anØ�� 0 � (ÄKw,), =�

a1a2 + a2a3 + · · ·+ an−1an
a21 + a22 + · · ·+ a2n

≥ − cos
π

n+ 1
.
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�>Ò´K 3 ¥��>L�ª, Ùy²�´aq�. �IòK 3 y²¥�þ�

Ø�ªU�

−2akak+1 ≤
sin k+1

n+1
π

sin k
n+1

π
a2k +

sin k
n+1

π

sin k+1
n+1

π
a2k+1, 1 ≤ k ≤ n− 1.

2é k = 1, 2, · · · , n− 1¦Ú=�. Ø�ª���^�� ak = (−1)k · c · sin kπ
n+1

,

ùp c�Ø�u 0 �~ê½ ak = 0, 0 ≤ k ≤ n+ 1 (ù´²��).

¤±, ·�k±e(Ø:

éØ�� 0 �¢ê a1, a2, · · · , ank

− cos
π

n+ 1
≤ a1a2 + a2a3 + · · ·+ an−1an

a21 + a22 + · · ·+ a2n
≤ cos

π

n+ 1
. (∗)

ù�L�ª
a1a2 + a2a3 + · · ·+ an−1an

a21 + a22 + · · ·+ a2n

�þe.p���ê, ù�´l§�/ª¥�±ý���.

ÏL±þA�¯K, ·�uy3�
|^��þ�, �ÜØ�ªy²�Ø�

ª¥, �ª sin(k − 1)α + sin(k + 1)α = 2 sin kα cosαåX'��^.

·�25ïÄ�
/ªaq�¯K. ±eüKþÑg5Ø�ª���6�

Ö.

K 5. é?¿¢ê x1, x2, · · · , xn,

x21 + (x1 + x2)
2 + · · ·+ (x1 + x2 + · · ·+ xn)

2 ≤ t(x21 + x22 + · · ·+ x2n)

þ¤á, ¦ t����.

) �½ c1, c2, · · · , cn��¢ê, d Cauchy Ø�ª,

(x1 + x2 + · · ·+ xk)
2 ≤ (c1 + c2 + · · ·+ cn)(

x21
c1

+
x22
c2

+ · · ·+ x2k
ck

). (5)

ò (5)é k = 1, 2, · · · , n¦Ú, ��

x21+(x1 + x2)
2 + · · ·+ (x1 + x2 + · · ·+ xn)

2

≤ s1 + s2 + · · ·+ sn
c1

x21 +
s2 + · · ·+ sn

c2
x22 + · · ·+

sn
cn
x2n, (6)

ùp sk = c1 + c2 + · · ·+ ck, k = 1, 2, · · · , n.

e¡�ÄÀ� c1, c2, · · · , cn¦� (6)¥� x2i �Xê��. =

s1 + s2 + · · ·+ sn
c1

=
s2 + · · ·+ sn

c2
= · · · = sn

cn
= t.

�= s1
c1−c2 = s2

c2−c3 = · · · = sn−1

cn−1−cn = sn
cn−cn+1

, ùp cn+1 = 0.
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|^ ck = sk − sk−1, k = 1, 2, · · · , n, ùp s0 = 0. þ¡��ª�z�

s2
s1

=
s1 + s3
s2

= · · · = sn−2 + sn
sn−1

=
sn−1 + sn+1

sn
. (7)

ùpÖ¿½Â sn+1 = c1 + · · ·+ cn + cn+1.

5¿�ù�ªf���K 3 �¦)Xê��ª´���, �ØLk

sn+1 = sn, �Ä (1)¥� λn = sin(n+1)α
sinnα

= 1, � (7)Ò´ (1)3 2n + 1e��/.

��� sk = sin kα, ùp α = π
2n+1

, d� ck = sin kα− sin(k − 1)α. K

sk + sk+1 + · · ·+ sn = sin kα+ sin(k + 1)α + · · ·+ sinnα

=
cos(k − 1

2
)α− cos(n+ 1

2
)α

2 sin α
2

=
cos(k − 1

2
)α

2 sin α
2

.

l


t =
sk + sk+1 + · · ·+ sn

ck
=

cos(k − 1
2
)α

2 sin α
2
(sin kα− sin(k − 1)α)

=
1

4 sin2 α
2

.

|^ (4)��^���, �Ò¤á�, Ak

x1
c1

=
x2
c2

= · · · = xn
cn
,

=
x1

sinα
=

x2
sin 2α− sinα

= · · · = xn
sinnα− sin(n− 1)α

.

òù�|ê�\Ø�ª, �� t ≥ 1
4 sin2 π

2(2n+1)
. ��Z~ê� t = 1

4 sin2 π
2(2n+1)

. �

�K 3, K 4 �;�éX�Ó, K 5 �Ø�ª�k����Ø�ª.

K 6. é?¿¢ê x1, x2, · · · , xn,

x21 + (x1 + x2)
2 + · · ·+ (x1 + x2 + · · ·+ xn)

2 ≥ t(x21 + x22 + · · ·+ x2n)

ð¤á, ¦ t����.

) �½ c1, c2, · · · , cn−1��¢ê, ��� yk = x1 + x2 + · · · + xk, dþ�

Ø�ª,

c1y
2
1 +

1

c1
y22 ≥ − 2y1y2,

c2y
2
2 +

1

c2
y23 ≥ − 2y2y3,

...

cn−1y
2
n−1 +

1

cn−1
y2n ≥ − 2yn−1yn.
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�\�

c1y
2
1 + (

1

c1
+ c2)y

2
2 + · · ·+ (

1

cn−2
+ cn−1)y

2
n−1 +

1

cn−1
y2n + 2

n−1X
i=1

yiyi+1 ≥ 0. (8)


K¥�Ø�ª�du

y21 + y22 + · · ·+ y2n ≥ t(y21 + (y2 − y1)2 + (yn − yn−1)2),

=

2(y1y2 + y2y3 + · · ·+ yn−1yn) ≥
2t− 1

t
(y21 + y22 + · · ·+ y2n−1) +

t− 1

t
y2n. (9)

é' (8), (9), ��A- c1, · · · , cn−1÷v

c1 =
1

c1
+ c2 = · · · =

1

cn−2
+ cn−1 =

1

cn−1
− 1 =

1− 2t

t
.

ù��ª�/ª�K 3 �¦)Xê��ªaq. |^�Ó��{. �±��

ck =
sin(k+1)α

sin kα
, Ù¥ α = 2π

2n+1
. d� 1−2t

t
= 2 cosα, K

t =
1

2(cosα + 1)
=

1

4 cos2 α
2

=
1

4 cos2 π
2n+1

,

�Ò¤á�, dþ�Ø�ª¤á^�, �

yk
yk+1

= − 1

ck
= − sin kα

sin(k + 1)α
, k = 1, 2, · · · , n− 1.

= yk = (−1)k · c · sin kα, ùp c�Ø�u 0 �~ê. l


xk = yk − yk−1 = (−1)k · c · (sin kα+ sin(k − 1)α),

=

xk = (−1)k · c · (sin 2kπ

2n+ 1
+ sin

2(k − 1)π

n+ 1
), k = 1, 2, · · · , n.

òù�|ê�\Ø�ª, �� t ≤ 1
4 cos2 π

2n+1
, ��Z~ê� t = 1

4 cos2 π
2n+1

. �

dK 5 ÚK 6, ·�����k��(J:

éØ�� 0 �¢ê x1, x2, · · · , xnk
1

4 cos2 π
2n+1

≤ x21 + (x1 + x2)
2 + · · ·+ (x1 + x2 + · · ·+ xn)

2

x21 + x22 + · · ·+ x2n
≤ 1

4 sin2 π
2(2n+1)

.

(∗∗)

·�uyù�(J3y²¥�nXê�L§Ú�ª���þe.þ�K 3,

K 4 aq. ëRP��Ñ, ù�Ø�ª��±��|^ (∗)y².

± (∗∗)m>�Ø�ª�~.

(∗)ªØ�ª�> ⇔ a21 + a22 + · · ·+ a2n
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≤ 1

2− 2 cos π
n+1

�
a21 + (a1 − a2)2 + · · ·+ (an−1 − an)2 + a2n

�
.

- n = 2k, ¿- an+k = an+1−k, k = 1, 2, · · · , n, =�

2(a21 + a22 + · · ·+ a2k) ≤
2

2− 2 cos π
2k+1

�
a21 + (a1 − a2)2 + · · ·+ (ak−1 − ak)2

�
.

2- ai = x1 + · · ·+ xi, i = 1, 2, · · · , k, �

x21 + (x1 + x2)
2 + · · ·+ (x1 + · · ·+ xk)

2 ≤ 1

4 sin2 π
2(2k+1)

�
x21 + x22 + · · ·+ x2k

�
,

ùÒ´ (∗∗)�m>.

ù�y²��{´òc i�Ú�/ª=z���ü��m�'X|^�©

��, - yi = x1 + · · ·+ xi, i = 1, 2, · · · , k. KØ�ª=z�

y21 + y22 + · · ·+ y2k ≤
1

4 sin2 π
2(2k+1)

�
y21 + (y1 − y2)2 + · · ·+ (yk−1 − yk)2

�
.

ù�Ø�ª�m>"�
� y2k, ·��Ä (∗) 3 n = 2k ���/, eò

y1, · · · , ykÿÐ� y1, · · · , yk, yk, · · · , y1, K¥m� (yk− yk)2 = 0B��
. ùÒ

�)
þã�y².

é (∗∗)Ø�ª��
=z, �±�����K 2 /ª�q�Ø�ª.

K 7. ®� n���ê, x1, x2, · · · , xn��¢ê, y²:

min

¨
x1,

1

x1
+ x2, · · · ,

1

xn−1
+ xn,

1

xn
+ 1

«
≤ 2 cos

π

2n+ 3

≤ max

¨
x1,

1

x1
+ x2, · · · ,

1

xn−1
+ xn,

1

xn
+ 1

«
.

¯¢þ, 3K 2 ¥- n = 2k + 1, ¿- xk+1+i =
1

xk+1−i
, i = 1, 2, · · · , k, ¿-

xk+1 = 1 (ù´�1�, Ï��Ò¤á�Tk xk+1 =
sin(k+2)· π

2k+3

sin(k+1)· π
2k+3

= 1) B��


K 7.
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