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K8. eZ<Þ1®	¥ü�'m, ?¿ü<�õ'm�g. ®�:

(1) z�<�
�� a �<, �Ku�� b �< (a ≥ 1, b ≥ 1);

(2) é?¿ü< A,B, þ�3eZ�< P1, P2, · · · , Pk (k ≥ 2, P1 = A,Pk =

B), ¦� Pi � Pi+1(1 ≤ i ≤ k − 1).

Áy: �3 a + b + 1 �ØÓ�< Q1, Q2, · · ·Qa+b+1, ¦� Qi � Qi+1(1 ≤

i ≤ a+ b).

�c�8Ôè
pU��Ñ
���~¤��)�, 3¦�)�¥, ^�

(2) ¿ØI�. �ù�)���'�{Ñ, Öå5k:(J. 'X, k
¥m(Ø

3��)K¥Ä¾å��o�^? AO´, �
 5�)q´XÛ���? ù


·�ò3�)�¥��IÑ, ¡��/µ50; d	, ·�ò&å���)�

��{, �«�íÔ¤�	L¤ÛõX�E,
g,�g�L§, ¡��/¿

Û0.

=���)))���999µµµ555>òz�<����º:, e A � B, K3 A,B �më

�^d A �� B �>, ^ A → B L«, ����k�ã G. ^� (1) `² G

�z�º:�ÑÝ ≥ a, \Ý ≥ b. ·��y² G¥k�Ý� a+ b�k�´».

� Q1 → Q2 → · · · → Qt ´ G ¥���k�ó, ·�y² t ≥ a+ b+ 1.

�y{. b½ t ≤ a + b, d t ���5, Qt Ô��<Ñ3 Q1, Q2, · · ·Qt−2

¥,Ô� Q1 �<Ñ3 Q3, Q4, · · ·Qt ¥. u´ t−2 ≥ a, t−2 ≥ b,� a ≥ 2, b ≥ 2.

µµµ555 ùp�/�0¿Øw,: ·�AÄÙ¤±,. ¢Sþ, U~5´�, d

t− 2 ≥ a, �U�� t ≥ a+ 2, ù� a ≥ 2 ��$�. d	, a ≥ 2, b ≥ 2 3)K

¥kÛ�^? ù�´·�I�á��.

ÂvFÏ: 2018-4-29.
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� Qt Ô��<�eI8Ü� A = {x1 < x2 < · · · < xk} ⊆ {1, 2, · · · , t−2},

Ô� Q1 �<�eI8Ü� B = {y1 < y2 < · · · < yr} ⊆ {3, 4, · · · , t}, ·�k

k ≥ a, r ≥ b.

e x1 = 1 (µµµ555: ù�©aéâ,, �Û== x1 = 1 �üÕ?Ø?), K

yt = t.

du��k a+b�<� Qt 'mL,Ïd�3�< Q ∈ {Q1, Q2, · · · , Qt−1},

Q � Qt 'mL. du Qt Ô��<Ñ3 Q1, Q2, · · · , Qt−2 ¥, � Q→ Qt, d�

�3���k�ó Q→ Qt → Q1 → Q2 → · · · → Qt−1, � t ���5gñ.

b� x1 > 1, yt < t, d�7,k a, b ≥ 3.

µµµ555 ùp�“7,”¹-<¤), �����
c¡� a, b ≥ 2 �ý��Ï,

Kùp� a, b ≥ 3 ��aq?n. Ó�, ·��Iá�ù�(Øk�o�^.

�

A′ = {x− 1|x ∈ A, x 6= x1, x2} ⊆ {3, 4, · · · , t− 3},

B′ = {y + 1|y ∈ B, y 6= yr−1, yr} ⊆ {4, 5, · · · , t− 2}.

µµµ555 ùü�8Ü�Ú\ “lU
ü”, gXkl<�Ú��. No¬���

�ùü��'­��8ÜQ?

u´

|A′ ∪B′| ≤ |{3, 4, · · · t− 2}| = t− 4 ≤ a+ b− 4,


 |A′| = |A| − 2 ≥ a− 2, |B′| = |B| − 2 ≥ b− 2.

e |A′ ∪ B′| < a + b − 4, K A′ ∩ B′ ��. � s ∈ A′ ∩ B′ (µµµ555:d?� s

3�)�¥´ k, � k 3c¡®k½Â: k = |A|, ¤±U¤ s ±;�ÜÂ), u

´ s + 1 ∈ A, s − 1 ∈ B. �	� Qs 'mL� Q1 §Q2, · · · , Qt �	�,�

< Q, e Qs → Q, Kk���k�ó Qyr+1 → Qyr+2 → · · · → Qt → Qs+1 →

Qs+2 → · · · → Qyr → Q1 → Q2 → · · · ,→ Qs → Q (µµµ555:Tó�ý��3, �

7L yr + 1 ≤ t, s+ 1 ≤ yr, ¦+ùØJy², ��yù�:Ã¦´�©7��).

e Q → Qs, Kk���k�ó Q → Qs → Qs+1 → · · · → Qt → Qx1 →

Qx1+1 → · · · → Qs−1 → Q1 → Q2 → · · · → Qx1−1 (µµµ555:Tó�ý��3, �7

L s+ 1 ≤ t, x1 ≤ s− 1, ùÓ�I��y).

e |A′ ∪ B′| = a + b− 4, K t = a + b, � A′ ∪ B′ = {3, 4, · · · , t− 2}. Ïd

3 ∈ A′, t− 2 ∈ B′, = 2 ∈ A, t− 1 ∈ B. �	� Qt 'mL�Ø3 Q1, Q2, · · ·Qt

¥�< Q, ��U Q → Qt (µµµ555:d?�“��U”, e:�endK�þ�,
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§¿Ø¤õ�)$: ´Ï A ⊆ {1, 2, · · · , t − 2} 
®), ù�k���k�ó

Q→ Qt → Q2 → Q3 → · · · → Qt−1 → Q1,

nþ¤ã, t ≥ a+ b+ 1, (Ø¼y. �

e¡·�5&¢þã)K�g�L§, ±d)�c¡¤J�¦¾.

=KKKaaa>�K�ãØÚçé²w, l8Iw, �Ié�A½��k�ó. �

N´���üÑ´���ó, l�¡y²§Ü��¦: ÏLÛÜ*Ð, d®��

ó*¿����ó�Ñgñ.

=���			444ààà>��^��k�ó (Q1, Q2, · · · , Qt), e¡y² t ≥ a+ b+ 1.

=���¡¡¡ggg���>b½ t ≤ a + b, ·�Ï"òó�üý*Ð, g,���	Ô

� Q1 �:9� Qt Ô��:.

=ÛÛÛÜÜÜ***ÐÐÐ>� Q1 ���: (Ô� Q1 �:) �8Ü� A,Qt �m�:

(� Qt Ô��:) �8Ü� B.

w,, �Iò A ½ B ¥���:�3þãóþ, K������ó. �Ù

¥�Uk�Ó�:, dd��é¿©^�, ¦Ùvk�Ó�:.

=¿¿¿©©©^̂̂���©©©aaa>XJ A ¥k: U Øáu {Q3, Q4, · · · , Qt}, ½ö B ¥

k: V Øáu {Q1, Q2, · · · , Qt−2}, Kò U ½ V �3c¡�óþ, �����

vk­E:�ó, gñ.

=)))ûûû¢¢¢333>e� A ⊆ {Q3, Q4, · · · , Qt}, � B ⊆ {Q1, Q2, · · · , Qt−2}.

=���©©©ÛÛÛ>�
�����ó, ���«AÏ�/: (Q1, Q2, · · · , Qt) ´�

�k��, Ù¥ Qt → Q1. d�, éN´����ó, Ï��±äm?¿�^>,

3�ý�\#�:=�. q±d^��IO?1©a.

考察与 Qs 比赛过的 Q1，Q2，…，Qt之外的另一人 Q，若 Qs→Q，则有更长的有

向链 Qyr+1→Qyr+2→…→Qt→Qs+1→Qs+2→…→Qyr→Q1→Q2→…→Qs→Q。 
    （评注：该链要真正存在，还必须 yr+1≤t，s+1≤yr，尽管这不难证明，但验

证这一点无疑是十分必要的） 
    若 Q→Qs ， 则 有 更 长 的 有 向 链

Q→Qs→Qs+1→…→Qt→Qx1→Qx1+1→…→Qs-1→Q1→Q2→…→Qx1-1。 
    （评注：该链要真正存在，还必须 s+1≤t，x1≤s-1，这同样需要验证） 
    若|A'∪B'|=a+b-4，则 t=a+b，且 A'∪B'={3，4，…，t-2}。因此 3∈A'，t-2∈B'，
即 2∈A，t-1∈B。考察与 Qt比赛过的不在 Q1，Q2，…，Qt中的人 Q，只可能 Q→Qt

（评注：此处的“只可能”，若点一下理由则更妥当，它并不费多少笔墨：是因

A⊆{1，2，…，t-2}而已），这样有更长的有向链 Q→Qt→Q2→Q3→…→Qt-1→Q1，

矛盾。 
    综上所述，t≥a+b+1，结论获证。 
    下面我们来探索上述解题的思维过程，以此解答前面所提的疑惑。 
    【题感】本题的图论色彩很明显，从目标看，只需找到特定长的有向链。最

容易想到的策略是取最长链，从反面证明它合乎要求：通过局部扩展，由已知的

链扩充为更长的链导出矛盾。 
    【考察极端】取一条最长有向链（Q1，Q2，…，Qt），下面证明 t≥a+b+1。 
    【反面思考】假定 t≤a+b，我们期望将链向两侧扩展，自然想到考察战胜 Q1

的点及被 Qt战胜的点。 
    【局部扩展】设 Q1 的左邻点（战胜 Q1 的点）的集合为 A，Qt 的右邻点（被

Qt战胜的点）的集合为 B。 
    显然，只需将 A 或 B 中的一个点接在上述链上，则可得到更长的链。但其

中可能有相同的点，由此想到找充分条件，使其没有相同的点。 
    【充分条件分类】如果 A 中有点 U 不属于{ Q3，Q4，…，Qt }，或者 B 中有

点 V 不属于{ Q1，Q2，…，Qt-2 }，则将 U 或 V 接在前面的链上，得到更长的没

有重复点的链，矛盾。 
    【解决遗留】下设 A⊆{ Q3，Q4，…，Qt }，且 B⊆{ Q1，Q2，…，Qt-2 }。 
    【圈分析】为了得到更长的链，想象一种特殊情形：（Q1，Q2，…，Qt）是

一个有向圈，其中 Qt→Q1。此时，很容易得到更长链，因为可以断开任意一条

边，在一侧插入新的点即可。又以此条件为标准进行分类。 
 
 
 
 
 
                                图 1 
 
    【充分条件分类】若 Qt→Q1（图 1），可取含有边 QtQ1 的更长链。 
    想象断开边 Q1Q2 或 Qt-1Qt。由对称性，不妨断开边 Q1Q2（原解答是断开边

Qt-1Qt），这就只需有新的点 Q，使 Q→Q2 或者 Q1→Q。 
    这显然应该是后者，因为我们知道的是关于 Q1 的性质：Q1 的左邻点都在{ Q3，

Q4，…，Qt }中。 
    由于 Q1 的出度入度之和至少为 a+b≥t，所以在 Q2，Q3，…，Qt外至少有一

ã 1

=¿¿¿©©©^̂̂���©©©aaa>e Qt → Q1 (ã 1), ��¹k> QtQ1 ���ó.

��äm> Q1Q2 ½ Qt−1Qt. dé¡5, Ø�äm> Q1Q2 (�)�´äm

> Qt−1Qt), ùÒ�Ik#�: Q, ¦ Q→ Q2 ½ö Q1 → Q. ùw,AT´�

ö, Ï�·����´'u Q1 �5�: Q1 ���:Ñ3 {Q3, Q4, · · · , Qt} ¥.

du Q1 �ÑÝ\Ý�Ú��� a+ b ≥ t, ¤±3 Q2, Q3, · · · , Qt 	��k

��: Q � Q1 'mL, q Q1 ���:Ñ3 {Q3, Q4, · · · , Qt} ¥, ¤± Q �

U´ Q1 �m�:. u´, Q1 → Q, ����ó (Q2, Q3, · · · , Qt, Q1, Q), gñ.
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=)))ûûû¢¢¢333>eQ1 → Qt,½üö�m�'m,d�A ⊆ {Q3, Q4, · · · , Qt−1},

B ⊆ {Q2, Q3, · · · , Qt−2}.

=äääNNNzzz>Ø�� A = {Qi1 , Qi2 , · · · , Qik}, B = {Qj1 , Qj2 , · · · , Qjr}, Ù¥

3 ≤ i1 < i2 < · · · < ik ≤ t− 1, 2 ≤ j1 < j2 < · · · < jr ≤ t− 2.

UÄ�þ�\#�: Q ����ó? w,, Q Ø23 Q1, Q2 �m½

Qt−1, Qt �m, Ø�� Q 3 Qs, Qs+1 �m (2 ≤ i ≤ t − 2), Ï"��ó�

(Q1, Q2, · · · , Qs, Q,Qs+1, Qs+2, · · · , Qt).

ùÒ�¦ Q Ó��üýq�: Qs → Q, Q → Qs+1. Ù¥÷v Qs → Q U

þã�{Ó��±é�, �ù�� Q ��Ó�÷v Q→ Qs+1 Òé(J. ¤±,

�é,	�©��ª¼����ó.

=���©©©ÛÛÛ>·�ávu3ã¥é�,	/ª��: � Qt �m�:8Ü B

¥�: Qjq, Q1 ���:8Ü A ¥�: Qip, ¦ Qjq � Qip k�^k�´, K/

¤���. ,�ò,^> QsQs+1 äm, 3�ý�\#�: Q, �é���ó.

ùp> QsQs+1 �÷vN��^�6��Ø��, k?��: Qs (±�`

z) ,,�é��“#:”�Qs��,ùUþã�{Ïé=�:Ï�Q1, Q2, · · · , Qt

¥�õk t−1 ≤ a+b−1�Qs'mL (Qs�QsØ'm),�½kQ1, Q2, · · · , Qt

	���: Q � Qs 'mL.

� Q � Qs 'm��Kkü«�/, I�©a?Ø.

个点 Q 与 Q1 比赛过，又 Q1 的左邻点都在{ Q3，Q4，…，Qt }中，所以 Q 只能是

Q1 的右邻点。 
    于是，Q1→Q，得到更长链（Q2，Q3，…，Qt，Q1，Q），矛盾。 
    【解决遗留】若 Q1→Qt，或两者之间未比赛，此时 A⊆{Q3，Q4，…，Qt-1 }，
B⊆{Q2，Q3，…，Qt-2 }。 
    【具体化】不妨设 A={Qi1，Qi2，…，Qik}，B={ Qj1，Qj2，…，Qjr }，其中

3≤i1<i2<…<ik≤t-1，2≤j1<j2<…<jr≤t-2。 
    能否仿上插入新的点 Q 得到更长链？显然，Q 不再在 Q1、Q2 之间或 Qt-1、

Qt之间，不妨设 Q 在 Qs、Qs+1 之间（2≤i≤t-2），期望更长链为 
    （Q1，Q2，…，Qs，Q，Qs+1，Qs+2，…，Qt）。 
    这就要求 Q 同时与两侧衔接：Qs→Q，Q→Qs+1。其中满足 Qs→Q按上述方

法同样可以找到，但这样的 Q 还要同时满足 Q→Qs+1 就很困难了。所以，要找另

外的拼接方式获取更长的链。 
    【圈分析】我们立足于在图中找到另外形式的圈：取 Qt的右邻点集合 B 中

一点 Qjq， Q1 的左邻点集合 A 中一点 Qip，使 Qjq 到 Qip 有一条有向路，则形成

一个圈。然后将某条边 QsQs+1 断开，在一侧插入新的点 Q，可找到更长链。 
    这里边QsQs+1要满足怎样的条件暂时还不知道，先任取一点Qs（以后优化），

然后找一个“新点”与 Qs相邻，这按上述方法寻找即可：因为 Q1，Q2，…，Qt 中

至多有 t-1≤a+b-1 与 Qs 比赛过（Qs与 Qs不比赛），一定有 Q1，Q2，…，Qt外的

一个点 Q 与 Qs比赛过。 
    但 Q 与 Qs比赛的胜负有两种情形，需要分类讨论。 
 
 
 
 
 
 
 
                                    图 2 
 
    （1）先考虑 Qs→Q的情形（图 2），自然取下标连续链：（Q1，Q2，…，Qs，

Q），然后扩充。 
    【局部扩展】如前述，Q 的右侧不能扩充，只能在 Q1 的左侧扩充：在 A 中

取一点 Qip，使 B 中某点 Qjq 到 Qip 存在连续有向路。这样，其链便扩充为（Qjq，

Qjq+1，…，Qip，Q1，Q2，…，Qs，Q）。 
    最后将链 Qip+1，Qip+2，…，Qt接到左边，得到新链（Qip+1，Qip+2，…，Qt，

Qjq，Qjq+1，…，Qip，Q1，Q2，…，Qs，Q）。（*） 
    【优化假设】现在考虑如何找到这样的点 Qs、Qip、Qjq，使得链（*）包含

原链的全部点，且 Qjq 到 Qip 有一条有向路（原题增设了这样的条件）。 
    对于前者，只需 jq=s+1，也就是说，Qs+1∈B，这就是 Qs要满足的关键条件。

此时，相应的链为（Qip+1，Qip+2，…，Qt，Qs+1，Qs+2，…，Qip，Q1，Q2，…，

Qs，Q）。 
    当然，此时还要求 Qt≠Qs+1（即 s≠t-1），因为 Qt→Qs+1。 
    对于后者，一个充分条件是 s+1≤ip（保证存在下标连续的链），这取下标 ip

ã 2

(1)k�Ä Qs → Q��/ (ã 2),g,�eIëYó: (Q1, Q2, · · · , Qs, Q),

,�*¿.

=ÛÛÛÜÜÜ***ÐÐÐ>Xcã, Q �mýØU*¿, �U3 Q1 ��ý*¿: 3 A

¥��: Qip, ¦ B ¥,: Qjq � Qip �3ëYk�´. ù�, ÙóB*¿

�(Qjq, Qjq+1, · · · , Qip, Q1, Q2, · · · , Qs, Q).

��òó Qip+1, Qip+2, · · · , Qt ���>, ��#ó

(Qip+1, Qip+2, · · · , Qt, Qjq, Qjq+1, · · · , Qip, Q1, Q2, · · · , Qs, Q). (∗)

=`̀̀zzzbbb���>y3�ÄXÛé�ù��: Qs, Qip, Qjq, ¦�ó (∗) �¹�

ó��Ü:, � Qjq � Qip k�^k�´ (�KO�
ù��^�).
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éucö, �I jq = s + 1, �Ò´`, Qs+1 ∈ B, ùÒ´ Qs �÷v�'�

^�. d�, �A�ó�

(Qip+1, Qip+2, · · · , Qt, Qs+1, Qs+2, · · · , Qip, Q1, Q2, · · · , Qs, Q).

�,, d���¦ Qt 6= Qs+1 (= s 6= t− 1), Ï� Qt → Qs+1.

éu�ö, ��¿©^�´ s + 1 ≤ ip (�y�3eIëY�ó), ù�eI

ip ¦�U��:=�, 'X�: Qik, d�ó (*) C�

(Qik+1, Qik+2, · · · , Qt, Qjq, Qjq+1 · · ·Qik, Q1, Q2, · · · , Qs, Q).

Ù¥ s+ 1 ≤ ip C� s+ 1 ≤ ik, = s ≤ ik − 1. ù�, ·���: Qs A÷v�

3 ��¦: Qs+1 ∈ B, s 6= t− 1, s ≤ ik − 1.

XÛ�y s ≤ ik − 1? ·�I� |A| ≥ 3 (;� s = ik, ik − 1), 
ù´ØJy

²�. 5¿�¦^�^��,�k“ÑÝ��� a, \Ý��� b, �Ø�#P�

kü�“b�”. 1�b�: t ≤ a+ b; 1�b�: A ⊆ · · · , B ⊆ · · · .

=uuu÷÷÷555���>�K¿, |A| ≥ b, |B| ≥ a. u´�Iy²: a ≥ 3, b ≥ 3.

d1�b�, t− 3 ≥ |A| ≥ b, t− 3 ≥ |B| ≥ a.

2(Ü1�b�, a+ b−3 ≥ t−3 ≥ b, a+ b−3 ≥ t−3 ≥ a,� a ≥ 3, b ≥ 3.

N´y², a ≥ 3 ��y s ≤ ik − 1(y²��), u´, ��Ué�Ü�þã�¦

�: Qs, Kó (∗) (¢�3, �)gñ.

(2) 2�Ä Q→ Qs ��/ (ã 3), �aqé� Qs �÷v�^�.

尽可能大的点即可，比如取点 Qik，此时链（*）变为（Qik+1，Qik+2，…，Qt，Qjq，

Qjq+1，…，Qik，Q1，Q2，…，Qs，Q）。 
    其中 s+1≤ip 变为 s+1≤ik，即 s≤ik-1。这样，我们得到点 Qs应满足的 3 个要求：

Qs+1∈B，s≠t-1，s≤ik-1。 
    如何保证 s≤ik-1？我们需要|A|≥3（避免 s=ik、ik-1），而这是不难证明的。 
    注意可使用的条件虽然只有“出度至少为 a，入度至少为 b”，但不要忘记还

有两个“假设”。第一假设：t≤a+b；第二假设：A⊆…，B⊆…。 
    【发掘性质】依题意，|A|≥b，|B|≥a。于是只需证明：a≥3，b≥3。 
    由第二假设，t-3≥|A|≥b，t-3≥|B|≥a。 
    再结合第一假设，a+b-3≥t-3≥b，a+b-3≥t-3≥a，得 a≥3，b≥3。 
    容易证明，a≥3可保证 s≤ik-1（证明见后），于是，只要能找到合乎上述要求

的点 Qs，则链（*）确实存在，产生矛盾。 
    （2）再考虑 Q→Qs的情形（图 3），可类似找到 Qs要满足的条件。 
 
 
 
 
 
 
 
                               图 3 
 
    首先，自然取连续链：（Q，Qs，Qs+1，…，Qt），然后扩充。 
    【局部扩展】如前述，左侧不能扩充，只能在 Qt的右侧扩充：在 B 中适当

取一点 Qjq，使 Qjq 到 A 中点 Qip 存在有向路。这样，其链扩充为（Q，Qs，Qs+1，…，

Qt，Qjq，Qjq+1，…，Qip）。 
    最后将链 Q1，Q2，…，Qjq-1 接到右边，得到链（Q，Qs，Qs+1，…，Qt，Qjq，

Qjq+1，…，Qip，Q1，Q2，…，Qjq-1）。（**） 
    【优化假设】现在考虑如何找到这样的点 Qip、Qjq，使得链（**）包含了包

含原链的全部点，且 Qjq 到 Qip 有一条有向路。 
    对于前者，只需 ip=s-1，也就是说，Qs-1∈A。这就是 Qs 要满足的另一关键

条件，相应的链为（Q，Qs，Qs+1，…，Qt，Qjq，Qjq+1，…，Qs-1，Q1，Q2，…，

Qjq-1）。 
    当然，此时还要求 Qs-1≠Q1（即 s≠2），因为 Qs-1→Q1。 
    对于后者，一个充分条件是 jq≤s-1（存在下标连续的链）。这取下标 jq 尽可

能小即可。比如取点 Qj1，此时链（*）变为（Q，Qs，Qs+1，…，Qt，Qj1，Qj1+1，…，

Q s-1，Q1，Q2，…，Qj1-1）。 
    这里的要求 j1≤s-1（s≥j1+1），由|B|≥3保证。 
    由此可见，要使两种情况都有更长链，Qs 要同时满足 6 个要求：Qs-1∈A，

Qs+1∈B，s≠2，s≠t-1，s≤ik-1，s≥j1+1。 
    【等价转换】下面来找这样的点 Qs，关键是如何理解和转换 Qs-1∈A，Qs+1∈B。 
    对于 Qs-1∈A，它告诉我们应如何选取 Qs呢？——Qs的左邻点属于 A，也就

是说，Qs 是 A 中某个点的右邻点。由此想到对 A 中“每个”点取其右邻点，在这

些右邻点中找 Qs。为照顾到 s≤ik-1，有两个右邻点可能不合要求，需去掉。 

ã 3

Äk, g,�ëYó: (Q,Qs, Qs+1, · · · , Qt), ,�*¿.

=ÛÛÛÜÜÜ***ÐÐÐ>Xcã, �ýØU*¿, �U3 Qt �mý*¿: 3 B ¥·�

��: Qjq, ¦ Qjq � A ¥: Qip �3k�´. ù�, Ùó*¿�

(Q,Qs, Qs+1, · · · , Qt, Qjq, Qjq+1, · · · , Qip).

��òó Q1, Q2, · · · , Qjq−1 ��m>, ��ó

(Q,Qs, Qs+1, · · · , Qt, Qjq, Qjq+1, · · · , Qip, Q1, Q2, · · · , Qjq−1). (∗∗)

=`̀̀zzzbbb���>y3�ÄXÛé�ù��: Qip, Qjq, ¦� (∗∗) �¹
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�¹�ó��Ü:, � Qjq � Qip k�^k�´. éucö, �I ip =

s − 1, �Ò´`, Qs−1 ∈ A. ùÒ´ Qs �÷v�,�'�^�, �A�ó�

(Q,Qs, Qs+1, · · · , Qt, Qjq, Qjq+1, · · · , Qs−1, Q1, Q2, · · · , Qjq−1).

�,, d���¦ Qs−1 6= Q1 (= s 6= 2), Ï� Qs−1 → Q1. éu�ö, ��

¿©^�´ jq ≤ s − 1 (�3eIëY�ó). ù�eI jq ¦�U�=�. 'X

�: Qj1, d�ó (∗) C�

(Q,Qs, Qs+1, · · · , Qt, Qj1, Qj1+1, · · · , Qs−1, Q1, Q2, · · · , Qj1−1).

ùp��¦ j1 ≤ s− 1(s ≥ j1 + 1), d |B| ≥ 3 �y.

dd��, �¦ü«�¹Ñk��ó, Qs �Ó�÷v 6 ��¦: Qs−1 ∈ A,

Qs+1 ∈ B, s 6= 2, s 6= t− 1, s ≤ ik − 1, s ≥ j1 + 1.

=���ddd===���>e¡5éù��: Qs, '�´XÛn)Ú=� Qs−1 ∈

A,Qs+1 ∈ B.

éu Qs−1 ∈ A, §w�·�AXÛÀ� Qs Q? —– Qs ���:áu A, �

Ò´`, Qs ´ A ¥,�:�m�:. dd��é A ¥“z�”:�Ùm�:, 3

ù
m�:¥é Qs. �ì�� s ≤ ik − 1, kü�m�:�UØÜ�¦, I�K.

Ï� |A| ≥ 3, 3 A ¥�KeI���ü�:, é�e�Ù§: Qip

(1 ≤ p ≤ k − 2, ±�y s < ik − 1) Ñ�Ùm�: Qip+1, -

A′ = {Qi1+1, Qi2+1, · · · , Qi(k−2)+1},

K Qs−1 ∈ A C� Qs ∈ A′ (=z�é Qs ����¦).

2�Ä Qs+1 ∈ B, Ó�, Ï� |B| ≥ 3, 3 B ¥�KeI���ü�:,

é�e�Ù§: Qiq (3 ≤ q ≤ r, ±�y s ≥ j1 + 1) Ñ�Ù��: Qiq−1, -

B′ = {Qj3−1, Qj4−1, · · · , Qjr−1}, K Qs+1 ∈ B C� Qs ∈ B′ (=z�é Qs ��

��¦).

u´, Qs ∈ A′ ∩B′. � A′ ∩B′ ¥k:í? ^¿©^�©a=�.

=¿¿¿©©© ^̂̂���©©©aaa>XJ A′ ∩ B′ 6= ∅, � A′ ∩ B′ ¥���: Qs, K

Qs−1 ∈ A,Qs+1 ∈ B.

d	, ·��I�y²: s 6= t− 1, s 6= 2, s ≤ ik − 1, s ≥ j1 + 1. ùÒ�ïÄ

A′ ∩B′ ¥:�5�.

=uuu÷÷÷555���>´�, é A′ ¥?Û�: Qa, k i1 + 1 ≤ a ≤ ik−2 + 1 (½Â

A′ ��K
 A ¥eI ik−1, ik).


d©ab� A ⊆ {Q3, Q4, · · · , Qt}, �� i1 ≥ 3, ¤± 4 ≤ i1 + 1 ≤ a ≤

ik−2 + 1 ≤ ik−2 + 1 = ik − 1 ≤ (t − 1) − 1 = t − 2. aqk, é B′ ¥?Û�:
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Qb, 3 ≤ j1 + 2 ≤ j3 − 1 ≤ b ≤ jr − 1 ≤ (t− 2)− 1 = t− 3.

u´,�� Qs ∈ A′∩B′ �,k 4 ≤ s ≤ ik−1 ≤ t−2, 3 ≤ j1+2 ≤ s ≤ t−3,

¤± s 6= t− 1, s 6= 2, s ≤ ik − 1, s ≥ j1 + 1.

Ï� Q1, Q2, · · · , Qt ¥�õk t− 1 ≤ a+ b− 1 � Qs 'mL (Qs � Qs Ø

'm), �½k Q1, Q2, · · · , Qt 	���: Q � Qs 'mL.

e Qs → Q, Kk��ó

Qik+1, Qik+2, · · · , Qt, Qs+1, Qs+2, · · · , Qik, Q1, Q2, · · · , Qs, Q),

gñ.

e Q→ Qs, Kk��ó

(Q,Qs, Qs+1, · · · , Qt, Qj1, Qj1+1, · · · , Qs−1, Q1, Q2, · · · , Qj1−1)

gñ.

=)))ûûû¢¢¢333>XJ A′ ∩ B′ = ∅, ))·�F"y²ù«�¹Ø�3½ö�

Ué���ó.

A′ ∩B′ = ∅ Uw�·��
�o&EQ? klêþþ?1©Û.

c¡®²��, é A′ ¥?Û�: Qa, k 4 ≤ a ≤ ik − 1 ≤ t − 2; é B′ ¥

?Û�: Qb, k 3 ≤ j1 + 2 ≤ b ≤ t− 3.

c¡´^§��
 s 6= t − 1, s 6= 2, s ≤ ik − 1, s ≥ j1 + 1. Ød�	, §�

Uw�·��o&EQ?

=uuu÷÷÷555���>—A′ ∪ B′ �¹u {Q3, Q4, · · · , Qt−2} ¥, ¤± |A′ ∪ B′| ≤

t− 4 ≤ a+ b− 4.

(Ü A′ ∩B′ = ∅, � |A′|+ |B′| = |A′ ∪B′| ≤ a+ b− 4.

� |A′| = |A|− 2 ≥ a− 2, |B′| = |B|− 2 ≥ b− 2, |A′|+ |B′| ≥ a− 2+ b− 2 =

a + b − 4. ¤±þãØ�ªÑ¤á�Ò. ¤±, A′ = {Q4, Q5, · · · , Qt−2}, B′ =

{Q3, Q4, · · · , Qt−3}.

d Qt−2 ∈ A′, �� Qt−1 ∈ A, = Qt−1 → Q1; d Q3 ∈ B′, �� Q2 ∈ B, =

Qt → Q2. u´�ó����: (Qt, Q2, Q3, · · · , Qt−1, Q1) (ã 4).

    因为|A|≥3，在 A 中去掉下标最大的两个点，对剩下的其它点 Qip（1≤p≤k-2，
以保证 s<ik-1）都取其右邻点 Qip+1，令 A'={ Qi1+1，Qi2+1，…，Qi（k-2）+1}，则 Qs-1∈A
变为 Qs∈A'（转化为对 Qs本身的要求）。 
    再考虑 Qs+1∈B，同样，因为|B|≥3，在 B 中去掉下标最小的两个点，对剩下

的其它点 Qiq（3≤q≤r，以保证 s≥j1+1）都取其左邻点 Qiq-1，令 B'={ Qj3-1，Qj4-1，…，

Qjr-1}，则 Qs+1∈B 变为 Qs∈B'（转化为对 Qs本身的要求）。 
    于是，Qs∈A'∩B'。但 A'∩B'中有点吗？用充分条件分类即可。 
    【充分条件分类】如果A'∩B'≠∅，取A'∩B'中的一个点Qs，则Qs-1∈A，Qs+1∈B。 
    此外，我们还需要证明：s≠t-1，s≠2，s≤ik-1，s≥j1+1。这就要研究 A'∩B'中
点的性质。 
    【发掘性质】易知，对 A'中任何一点 Qa，有 i1+1≤a≤ik-2+1（定义 A'时去掉

了 A 中下标 ik-1、ik）。 
    而由分类假设 A⊆{ Q3，Q4，…，Qt }，可知 i1≥3，所以 
    4≤i1+1≤a≤ik-2+1≤ik-2+1＝ik-1≤（t-1）-1=t-2。 
    类似有，对 B'中任何一点 Qb，3≤j1+2≤j3-1≤b≤jr-1≤（t-2）-1=t-3。 
    于是，当取 Qs∈A'∩B'时，有 4≤s≤ik-1≤t-2，3≤j1+2≤s≤t-3，所以 s≠t-1，s≠2，
s≤ik-1，s≥j1+1。 
    因为 Q1，Q2，…，Qt中至多有 t-1≤a+b-1 与 Qs比赛过（Qs与 Qs不比赛），

一定有 Q1，Q2，…，Qt外的一个点 Q 与 Qs 比赛过。 
    若 Qs→Q，则有更长链（Qik+1，Qik+2，…，Qt，Qs+1，Qs+2，…，Qik，Q1，

Q2，…，Qs，Q），矛盾。 
    若 Q→Qs，则有更长链（Q，Qs，Qs+1，…，Qt，Qj1，Qj1+1，…，Qs-1，Q1，

Q2，…，Qj1-1），矛盾。 
    【解决遗留】如果 A'∩B'=∅，——我们希望证明这种情况不存在或者也能

找到更长链。 
    A'∩B'=∅ 能告诉我们一些什么信息呢？先从数量上进行分析。 
    前面已经得到，对 A'中任何一点 Qa，有 4≤a≤ik-1≤t-2；对 B'中任何一点 Qb，

有 3≤j1+2≤b≤t-3。 
    前面是用它得到了 s≠t-1，s≠2，s≤ik-1，s≥j1+1。除此之外，它还能告诉我们

什么信息呢？ 
    【发掘性质】——A'∪B'包含于{Q3，Q4，…，Qt-2}中，所以| A'∪B'|≤t-4≤a+b-4。 
    结合 A'∩B'=∅，得|A'|+|B'|=| A'∪B'|≤a+b-4。 
    但|A'|=|A|-2≥a-2，|B'|=|B|-2≥b-2，|A'|+|B'|≥a-2+b-2=a+b-4。所以上述不等式都

成立等号。所以，A'={ Q4，Q5，…，Qt-2}，B'={Q3，Q4，…，Qt-3}。 
    由 Qt-2∈A'，可知 Qt-1∈A，即 Qt-1→Q1；由 Q3∈B'，可知 Q2∈B，即 Qt→Q2。

于是原链可更换为：（Qt，Q2，Q3，…，Qt-1，Q1）（图 4）。 
 
 
 
 
                               图 4 
 
    现在只需在 Qt处添加左邻点，或在 Q1 处添加右邻点即可。 
    【局部扩展】考察 Q1 的至少 a+b 个邻点，其中至少有一个 Q 不属于{Q1，

ã 4

y3�I3 Qt ?V\��:, ½3 Q1 ?V\m�:=�.

=ÛÛÛÜÜÜ***ÐÐÐ>�	 Q1 ��� a + b ��:, Ù¥��k�� Q Øáu
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{Q1, Q2, · · · , Qt}(t ≤ a+ b).

XJ Q→ Q1, K3�ó�ýV\: Q, ����ó (Q,Q1, Q2, · · · , Qt);

XJ Q1 → Q, K3���#ómýV\: Q, ����ó

(Qt, Q2, Q3, · · · , Qt−1, Q1, Q).

=###���>��^��k�ó Q1, Q2, · · · , Qt), e¡y² t ≥ a+ b+ 1.

b½ t ≤ a+ b, � Q1 ���:�8Ü� A = {Qi1, Qi2, · · · , Qik}, Qt �m

�:�8Ü� B = {Qj1, Qj2, · · · , Qjr}.

d t ���5, A ⊆ {Q3, Q4, · · · , Qt}, B ⊆ {Q1, Q2, · · · , Qt−2}.

Ø��

A ={Qi1, Qi2, · · · , Qik}(3 ≤ i1 < i2 < · · · < ik ≤ t, k ≥ b),

B ={Qj1, Qj2, · · · , Qjr}(1 ≤ j1 < j2 < · · · < jr ≤ t− 2, r ≥ a).

e Qt → Q1, du Q1 �ÑÝ\Ý�Ú��� a + b ≥ t, ¤±3

Q2, Q3, · · · , Qt 	��k��: Q � Q1 'mL, q Q1 ���:Ñ3

{Q3, Q4, · · · , Qt}¥,¤±Q�U´Q1 → Q,����ó (Q2, Q3, · · · , Qt, Q1, Q),

gñ.

e� A ⊆ {Q3, Q4, · · · , Qt−1}, B ⊆ {Q2, Q3, · · · , Qt−2}. Ï� |A|, |B| ≥ 3,

- A′ = {Qi1+1, Qi2+1, · · · , Qi(k−2)+1}, B′ = {Qj3−1, Qj4−1, · · · , Qjr−1}.

é A′ ¥?Û�: Qa,k 4 ≤ i1+1 ≤ a ≤ ik−2+1 ≤ ik−2+1ik−1 ≤ t−2.

é B′ ¥?Û�: Qb, k 3 ≤ j1 + 2 ≤ j3 − 1 ≤ b ≤ jr − 1 ≤ t− 3.

�� A′ ∪B′ �¹u {Q3, Q4, · · · , Qt−2}, ¤± |A′ ∪B′| ≤ t− 4 ≤ a+ b− 4.

XJ A′ ∩ B′ 6= ∅, � Qs ∈ (A′ ∩ B′), K Qs−1 ∈ A,Qs+1 ∈ B. � 4 ≤ s ≤

ik− 1 ≤ t− 2, 3 ≤ j1+2 ≤ s ≤ t− 3,¤± s 6= t− 1, s 6= 2, s ≤ ik− 1, s ≥ j1+1.

Ï� Q1, Q2, · · · , Qt ¥�õk t − 1 ≤ a + b − 1 � Qs 'mL, �½k

Q1, Q2, · · · , Qt 	���: Q � Qs 'mL.

e Qs → Q, Kk��ó

(Qik+1, Qik+2, · · · , Qt, Qs+1, Qs+2, · · · , Qik, Q1, Q2, · · · , Qs, Q),

gñ.

e Q→ Qs, Kk��ó

(Q,Qs, Qs+1, · · · , Qt, Qj1, Qj1+1, · · · , Qs−1, Q1, Q2, · · · , Qj1−1),

gñ.
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XJ A′ ∩B′ = ∅, K |A′|+ |B′| = |A′ ∪B′| ≤ a+ b− 4.

� |A′| + |B′| ≥ a − 2 + b − 2 = a + b − 4. ¤±þãØ�ªÑ¤á�Ò,

A′ = {Q4, Q5, · · · , Qt−2}, B′ = {Q3, Q4, · · · , Qt−3}, � Qt−1 → Q1, Qt → Q1.

�	 Q1 ��� a+ b��:,��k���: QØáu {Q1, Q2, · · · , Qt}.

Ï� B ⊆ {Q1, Q2, · · · , Qt−2}. �U´ Q1 → Q, �����k�ó

(Qt, Q2, Q3, · · · , Qt−1, Q1, Q),

gñ.

nþ¤ã, ·K¼y. �

l·��©Û�±wÑ, �)��cã¥'u a ≥ 2, b ≥ 2 �Øäq�v

k�o^?.
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