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¯K e��êS� {an}n≥1÷v an+2 = an+1 + an, n ≥ 1,K¡§´��

ÜÅ@ê.ê�.y²:��ê8�y©¤Ã¡õ�ÜÅ@ê.ê��¿.

ù´��-<¯��k��(J,�§¿Ø´#¯K.@3 2000c:ß|

� Kömal,�þ,§�� A244Ò¯KJÑ (øK<: B.Enekes). Kömal,�

þúÙ
T¯K�n�){.{I TST(��ÕJø�n�){�cö���

Ó.ùü�©z¥�n�)þ����{Ñ,Ø´n).�<�CïÄ
ù�¯

K,�
n�){,0�Xe.

y{� ky²Xe� Zerkendorf½n.

½½½nnn éuÜÅ@ê.ê�F0 = F1 = 1, Fn+2 = Fn+1+Fn, n ∈ N±9?¿

��ên,�3 k9 1 ≤ i1 < · · · < ik,÷v k ≥ 1, ij+1−ij ≥ 2, j = 1, 2, · · · , k−1,

¦ n = Fi1 + · · ·+ Fik �Tê� (i1, · · · , ik)��.

½ny² é n8By² i1, · · · , ik ��35.

n = 1�,�U� i1 = 1; n = 2�,�U� i2 = 2.

b�é�u n���ê(Ø¤á, n�,e n�ÜÅ@ê.ê�¥���

Fj (j ≥ 2),� i1 = j =�.

e nØ�ÜÅ@ê.ê�¥���,K�3 j ∈ N+,¦ Fj < n < Fj+1,K

1 ≤ n− Fj < n.

é n− Fj ¦^8Bb���3 1 ≤ i1 < · · · < ik,¦�

ij+1 − ij ≥ 2, j = 1, · · · , k − 1,
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n− Fj = Fi1 + · · ·+ Fik .

du Fj−1 + Fj = Fj+1, ¤± Fik < Fj−1, Ïd ik < j − 1, = ik ≤ j − 2, l-

ik+1 = j =�,÷v^�.

nþ,�35�y.

2y��5.e�3 1 ≤ i1 < · · · < ik 9 1 ≤ j1 < · · · < jl÷v

ij+1 − ij ≥ 2, j = 1, · · · k − 1,

jr+1 − jr ≥ 2, r = 1, · · · l − 1,

� (i1, · · · , ik) 6= (j1, · · · , jl), n = Fi1 + · · ·+ Fik .N´w�

Fi1 + Fi2 < Fi2−1 + Fi2 = Fi2+1,

�daí�

Fik ≤ n < Fik+1,

Ón Fjl ≤ n < Fjl+1. ¤±

Fik = Fjl .

é n− Fik = n− Fjl ,Ó�?Ø� (i1, · · · , ik) = (j1, · · · , jl)�)gñ!

u´��5�y,�½n�y.

£££������KKK.d Zerkendorf½n,½Â��ê� “F ?�”,=�3

n = akFk + · · ·+ a1F1 = (ak · · · a1)(F ), k ∈ N+

Ù¥ ai ∈ {0, 1}, é ∀i, aiai+1 = 0, i = 1, · · · , k − 1, ak 6= 0.

|^ù«L«,©O� a1 = 1; a1 = 0, a2 = 1; a1 = a2 = 0, a3 = 1; · · · U

1l����Ñ¤k��ê:

F1 F1 + F3 F1 + F4 F1 + F5 F1 + F3 + F5 · · ·

F2 F2 + F4 F2 + F5 F2 + F6 F2 + F4 + F6 · · ·

F3 F3 + F4 F3 + F6 F3 + F7 F3 + F5 + F7 · · ·

F4 F4 + F6 · · · · · · · · · · · ·
...

...
...

...
...

...

þ¡z��Ñ´��ÜÅ@ê.ê�,�U�r��ê8©y¤
Ã¡õ

�ÜÅ@ê.ê�.

l·K�y. �
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y{� éu x ∈ R∗,�Ä f(x) =
[
ϕx+ 1

2

]
, ϕ = 1+

√
5

2
, ϕ2 = ϕ+ 1.

ÚÚÚnnn 1 e a, b ∈ N∗,� f(a) = f(b),K a = b.

Ún 1y² ·��±^�y{,Ø�� b > a,K b ≥ a+ 1.¤±

ϕb+
1

2
≥ ϕ(a+ 1) +

1

2
+ ϕ >

[
ϕa+

1

2

]
+ 1,

Ïd

f(b) =

[
ϕb+

1

2

]
≥

[
ϕa+

1

2

]
+ 1 = f(a) + 1.

� f(a) = f(b)gñ!

�Ún 1�y.

ÚÚÚnnn 2 é n ∈ N∗, k f(f(n)) = f(n) + n.

Ún 2y² 5¿�

f(f(n)) =

[
ϕ

[
ϕn+

1

2

]
+

1

2

]
> ϕ

[
ϕn+

1

2

]
+

1

2
− 1

= (ϕ− 1)

[
ϕn+

1

2

]
+

1

2
− 1 +

[
ϕn+

1

2

]
=

[
ϕn+ 1

2

]
ϕ

+ f(n) +
1

2
− 1

>
ϕn− 1

2

ϕ
+ f(n) +

1

2
− 1

= n+ f(n) +
1

2
− 1

2ϕ
− 1

> n+ f(n)− 1,

�

f(f(n)) =

[
ϕ

[
ϕn+

1

2

]
+

1

2

]
≤ ϕ

[
ϕn+

1

2

]
+

1

2

= (ϕ− 1)

[
ϕn+

1

2

]
+

1

2
+

[
ϕn+

1

2

]
=

[
ϕn+ 1

2

]
ϕ

+
1

2
+ f(n)

≤
ϕn+ 1

2

ϕ
+

1

2
+ f(n)

= n+ f(n) +
1

2
+

1

2ϕ

< n+ f(n) + 1,
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¤±

f(f(n)) = f(n) + n.

�Ún 2�y.

£££������KKK.e¡·��E÷v^��Ã¡õ�ÜÅ@ê.ê�,1 i�ÜÅ

@ê.ê��1 j �^ ai,j L«:

a1,1 = 1, a1,i+1 = f(a1,i) = [ϕa1,i+1 +
1

2
], ∀i ∈ N∗.

dÚn 2,§´ÜÅ@ê.ê�.

b�1 1, · · · , k�ÜÅ@ê.ê�®²�Ð (k ∈ N∗).

é1 k + 1�ÜÅ@ê.ê�,� ak+1,1�Ø3c k�ÜÅ@ê.ê�¥Ñ

y�����ê,

ak+1,i+1 = f(ak+1, i) =

[
ϕak+1,i +

1

2

]
, ∀i ∈ N∗.

dÚn 2,@où����Ã¡õ�ÜÅ@ê.ê�,w,z����êþ3,

�ê�¥Ñy,u´·��^y²±þL«�ê�Ø�.

e1 m�ÜÅ@ê.ê��1 n�ÜÅ@ê.ê���,Ø�� m < n,

ùü�ê��ú��¥�I������ x = am,i = an,j, K i > j ≥ 1. w,

j 6= 1,ÄK� an,1�½Âgñ! ¤± j > 1.

am,i = f(am,i−1), an,j = f(an,j−1)

¤±

f(am,i−1) = f(an,j−1).

dÚn 1,k am,i−1 = an,j−1� am,i, an,j �À�gñ!

u´?¿�Ñ�ü�ÜÅ@ê.ê�þØ�.

l·K�y. �

y{n ·�58B�EÃ¡õ�ù��ÜÅ@ê.ê�.

éuü�ÜÅ@ê.ê� {ai}i≥1Ú {bi}i≥1,eé,� i ∈ N∗,k

ai < b1 < ai+1 < b2 < ai+2,

K¡ {ai}i≥1 � {bi}i≥1 “��”.d�8B´y: ai+n−1 < bn < ai+n,l {ai}i≥1
� {bi}i≥1Ø�.

^ AiL«·�ò�E�1 i�ÜÅ@ê.ê�, ai,j L« Ai�1 j �,K

A1 : a1,1 = 1, a1,2 = 2, · · · ;
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A2 : a2,1 = 4, a2,2 = 6, · · · .

b� A1, · · · , Ak−1®�Ð (k ≥ 3).

é Ak,� ak,1����Ø3 A1, · · · , Ak−1¥�ê,

ak,2 = 2ak,1 − k,

¿5¿� k = 2�T�ª�¤á,lé ∀k ∈ N∗, k ≥ 2þ¤á.

ak,j+2 = ak,j+1 + ak,j, j ≥ 1,

ù��Ñ
Ã¡õ�ÜÅ@ê.ê�.

·��y²±þ�E�ê�¥?¿ü�ê�Ñ´���,@o¦�Ø�,�

¹¤k��ê,�Ò�¤
y².�d·�¦^êÆ8B{.

½Â ai,ij � Aj ¥3 an,1�cÑy������.ê��ê� 2�,du

a1,3 = 3 < a2,1 = 4 < a1,4 = 5 < a2,2 = 6 < a1,5 = 8,

� A1� A2 “��”.b�ê��ê�u n�,(Ø¤á (n ≥ 3).

(((ØØØ 1 {a1,i1 , a2,i2 , · · · , an−1,in−1} = {an,1−(n−1), an,1−(n−2), · · · , an,1−1}.

yyy²²² ·�^�y{. eäó�Ø, K�3ü���3,� Aj1 ¥, �3

{an,1 − (n− 1), · · · , an,1 − 1}¥. ldÄT�n,�3,� Aj2 ,÷v

aj2,ij2 < an,1 − (n− 1) ≤ aj1,ij1−1 < aj1,ij1 < aj2,ij2+1,

K�íÑ Aj1 � Aj2 Ø��.ù�8Bb�gñ!

�(Ø 1�y.

(((ØØØ 2 é?¿ j ∈ {1, · · · , n− 1}, aj,ij+2 > an,2.

y² d(Ø 1,k ai,ij ≥ an,1 − n+ 1, ∀j ∈ {1, · · · , n− 1}.

d ij ½Â� ai,ij+1 ≥ an,1 + 1.l

aj,ij+2 = aj,ij+1 + aj,ij ≥ (an,1 + 1) + an,1 − n+ 1

= 2an,1 − n+ 2

= an,2 + 2 > an,2.

�(Ø 2¤á.

(((ØØØ 3 é?¿ j ∈ {1, · · · , n− 1},e ij ≥ 2,K aj,ij+1 < an,2.

y² aj,ij ≤ an,1 − 1,d(Ø 1k aj,ij−1 ≤ an,1 − n.¤±

aj,ij+1 = aj,ij + aj,ij−1 ≤ (an,1 − 1) + (an,1 − n)

= 2an,1 − n− 1 = an,2 − 1 < an,2.
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�(Ø 3¤á.

(ØØØ 4 é?¿ j ∈ {1, · · · , n− 1},e ij = 1,K aj,ij+1 = aj,2 < an,2.

y² d�EA:k a1,1 < a2,1 < a3,1 < · · · ,l

aj1 ≤ an,1 − (n− j) < an,1 −
n− j

2
,

��±íÑ 2aj,1 − j < 2an,1 − n. d½Â,Ak

an,1 > a2,1 = 4 > a1,2,

l j 6= 1,�k 2aj,1 − j = aj,2. Ïd

aj,2 < an,2.

�(Ø 4¤á.

nþ,d(Ø 2,3,4,é?¿ j ∈ {1, · · · , n− 1},k

aj,ij < an,1 < aj,ij+1 < an,2 < aj,ij+2.

�·K�y. �
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