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2019 IMO预选题及其解答

陈锐韬1, 田葆华1, 郭尧昱1,张潇瀚2

(1.中国人民大学附属中学, 100080, 2.北京市实验中学, 100089)

指导老师：陈晨（学而思数学竞赛主教练）

这是 2019年IMO的预选题及解答. 每年的 IMO六道试题都是各国领队从

当年的 IMO预选题中通过投票选出来的, 而预选题是由主办国成立一个选题委

员会从各国提供的大量问题中遴选而得. 由于 IMO的预选题有一年的保密期,

因此目前我们只能看到 2019年及之前的预选题. 2019年的预选题共有 32道, 四

个板块一般数字越大难度越大, IMO 的预选题是专家们通过讨论选择出来的,

绝大多数质量很高, 风格与 IMO考题类似, 非常适合准备冬令营及以上考试的

同学们参考并作为训练资料.

陈晨老师个人比较欣赏 A 6, C 4, C 9, G 8, N 4, N 7这几道题目, 想法独特

或者思路众多, 做起来很有意思.

今年的预选题解答由陈晨老师和上述四位同学提供. 解答经由清华和北大

的孙孟越,仇傲同学帮助汇总整理润色,其中孙孟越主要负责代数与数论部分的

整理, 仇傲主要负责几何与组合部分的整理. 此外, 对于官方解答中特别精彩的

部分, 我们也选取了一些与大家分享. 我们已尽力将解答写得清晰易懂, 但仍不

免有瑕疵, 欢迎批评指正.

I.代数

A 1.令 Z表示整数集, 试确定所有函数 f : Z→ Z满足

f(2a) + 2f(b) = f(f(a+ b)) (1)

对任意整数 a, b 成立., 解 1. 将原函数中的 a 与 b 互换, 得到 f(2a) + 2f(b) =

f(f((a+ b)) = 2f(a) + f(2b).即有 f(2a)− 2f(a) = f(2b)− 2f(b)对任意整数 a

和 b成立.因此对任意整数 x有 f(2x)− 2f(x) = c.

取 x = 0, 有 f(0) = −c.代回 (1)有

c+ 2f(a) + 2f(b) = f(f(a+ b)). (2)
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在上式中取 a = 0, 有

2f(b)− c = f(f(b)). (3)

由 (2),(3)知 c+ 2f(a) + 2f(b) = f(f(a+ b)) = 2f(a+ b)− c.

令 g(x) = f(x) + c, 有 g(a) + g(b) = g(a+ b).

由柯西方法知道 g(x) = kx, f(x) = kx− c, 其中 k为常值

带回 (1)解得 f(x) ≡ 0或 f(x) = 2x− c ( c为任意固定的整数). �

解 2.把 (1)中 a换为 a+ x, b换为 b− x. 得到

f(2a+ 2x) + 2f(b− x) = f(f(a+ b)) = f(2a) + 2f(b).

取 a = 0, x = 1得到, 对任意 b ∈ Z,

2(f(b)− f(b− 1)) = f(2)− f(0).

是常数, 于是 f 是线性函数. 之后同解答 1. �

注. 我们试图对条件做一些变形, 我们想要消去等式两边的若干项. 我们有

许多选择, 比如让 f(a+ b) = 2a, 会得到 2f(b) = 0. 但我们没法确保 f 取到一个

偶数值. 我们或者想让 f(a + b) = b. 但是看上去并没有太大作用. 不过如果我

们固定下 a+ b之后, f(f(a+ b))就不变了, 做差以后就可以得到一些很好的性

质(直接得到线性性), 这样这个题就迎刃而解了.

A 2.令实数 u1, u2, . . . , u2019满足

u1 + u2 + · · ·+ u2019 = 0与 u21 + u22 + · · ·+ u22019 = 1,

并记 a = min(u1, u2, . . . , u2019), b = max(u1, u2, . . . , u2019). 证明

ab ≤ − 1

2019
.

解 1.

0 ≥
2019∑
i=1

(a− ui)(b− ui) = 2019ab−
2019∑
i=1

(a+ b)ui +
2019∑
i=1

u2i = 1 + 2019ab.

因此 ab ≤ − 1
2019

, 证毕. �

解 2.记

A = {i | ui ≥ 0}, B = {i | ui < 0}.

则有
∑

i∈A ui =
∑

i∈B(−ui), 把这个和记为 S.
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注意到

S =
∑
i∈A

ui ≤ |A||b|, S =
∑
i∈B

(−ui) ≤ |B||a|,

有

1 =
2019∑
i=1

u2i =
∑
i∈A

u2i +
∑
i∈B

u2i

≤ |b|
∑
i∈A

|ui|+ |a|
∑
i∈B

|ui|

= |a|S + |b|S

≤ |a|(|b||A|) + |b|(|a||B|) = −2019ab.

故 ab ≤ − 1
2019

, 证毕. �

注. 该不等式可在 u1 = u2 = · · · = uk = −
»

2019−k
2019k

, uk+1 = · · · = u2019 =»
k

2019(2019−k) , 1 ≤ k ≤ 2019时取到等号, 这种用最大值最小值去限制其他数写

局部不等式是常用手段.

A 3.给定正整数 n ≥ 3以及严格递增的 n项正实数数列 (a1, a2, . . . , an),满

足其各项之和为 2. X 是使得 ∣∣∣∣∣1−∑
i∈X

ai

∣∣∣∣∣
最小的 {1, 2, . . . , n}的子集. 证明存在一个严格递增的n项正数列 (b1, b2, . . . , bn),

满足其各项之和亦为2,且 ∑
i∈X

bi = 1.

解 1.注意到 ∣∣∣∣∣1−∑
i∈X

ai

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣1−∑

i∈Xc

ai

∣∣∣∣∣ ,
我们不妨设

∑
i∈X ai ≤ 1. 否则用 Xc 代替 X. ( Xc 是 X 关于 [1, n]的补集. 显

然 X, Xc都不是空集, 这个事实我们会在下面的解答中多次使用.)

若
∑

i∈X ai = 1, 则取 bi = ai已成立. 下设
∑

i∈X ai = 1− ε, ε > 0. 我们取

bi =

 ai +
1
|X|ε, 若 i ∈ X,

ai − 1
|Xc|ε, 若 i ∈ Xc.

那么
∑

i∈X bi =
∑

i∈Xc bi = 1. 我们只需要验证 bi递增即可.

若有 bj ≥ bj+1,由于 aj < aj+1. 所以唯一可能的情况为 bj = aj+
1
|X|ε, bj+1 =
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aj+1 − 1
|Xc|ε. j ∈ X, j + 1 ∈ Xc. 由此得到

0 < aj+1 − aj ≤
ε

|X|
+

ε

|X|c
< 2ε.

这里的严格不等号用到了 |X|+ |X|c = n ≥ 3. 我们考虑X ′ = (X\{j})∪{j+1}.

则有

1− ε <
∑
i∈X′

ai = 1− ε+ (aj+1 − aj) < 1 + ε.

这与
∣∣∑

i∈X ai − 1
∣∣的最小性相矛盾. �

解 2.我们对解答 1略作修改. 仍然设
∑

i∈X ai = 1− ε < 1.

(a)若存在 j使得 j ∈ X, j+1 ∈ Xc,那么我们考虑X ′ = (X\{j})∪{j+1}.

则有∑
i∈X′

ai = 1− ε+ (aj+1 − aj) > 1− ε =⇒
∑
i∈X′

ai = 1− ε+ (aj+1 − aj) ≥ 1 + ε.

所以 aj+1 − aj ≥ 2ε.

(a.i)如果 aj+1 − aj > 2ε, 我们就取

bi =


ai, 若 i 6= j 且 i 6= j + 1 ,

aj + ε, 若 i = j ,

aj+1 − ε, 若 i = j + 1 .

即可.

(a.ii)如果 aj+1 − aj = 2ε, 分两类情况.

(a.ii.i)如果 |X| ≥ 2, 我们就取 k ∈ X, k 6= j 使得

bi =



ai, 若 i 6= j 或 j + 1或 k ,

aj + ε− δ, 若 i = j ,

aj+1 − ε, 若 i = j + 1 ,

ak + δ, 若 i = k .

这里的 0 < δ < min{ak+1 − ak, ε}. (补充定义 an+1 = 100.)

(a.ii.i)如果 |Xc| ≥ 2, 我们就取 k ∈ Xc, k 6= j + 1使得

bi =



ai, 若 i 6= j 或 j + 1或 k ,

aj + ε, 若 i = j ,

aj+1 − ε+ δ, 若 i = j + 1 ,

ak − δ, 若 i = k .
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这里的 0 < δ < min{ak − ak−1, ε}.(补充定义 a0 = 0.)

(b)若不存在 j 使得 j ∈ X, j + 1 ∈ Xc. 那么就有 X = {k, k + 1, . . . , n}, 对

某个 k > 1成立. 那么我们考虑 X ′ = X ∪ {1}. 则有∑
i∈X′

ai = 1− ε+ a1 > 1− ε =⇒
∑
i∈X′

ai = 1− ε+ a1 ≥ 1 + ε.

所以 a1 ≥ 2ε. 我们就取 k ∈ Xc, k 6= j + 1使得

bi =


a1 − ε, 若 i = 1 ,

an + ε, 若 i = n ,

ai, 若 1 < i < n .

即可. �

注. 这些做法的想法都是利用 bi在 ai的基础上进行微调,最后利用 |
∑

i∈X ai−

1|的最小性保持 bi 的递增性. 具体调整的方案可以有非常多种. 我们再呈现一

个做法, 他们选取了不同的路径.

解 3.仍设
∑

i∈X ai = 1− ε < 1.

如果能找到一个 k使得 |X ∩ [k, n]| > |Xc ∩ [k, n]|. 那么我们选最大的 k使

得 |X ∩ [k, n]| > |Xc ∩ [k, n]|, 就有 |X ∩ [k, n]| − |Xc ∩ [k, n]| = 1. 这样, 我们取

bi =

 ai, i < k,

ai + ε, i ≥ k.

就成立了.

我们证明一定存在这样的 k, 我们用反证法, 若对每个 k都有 |X ∩ [k, n]| ≤

|Xc ∩ [k, n]|. 那么对每个 i ∈ X, 存在 ji ∈ Xc 使得 i < ji ≤ n, 并且不同的 i对

应不同的 ji. (可以对 X 中元素从大到小来取相应的 ji, 由反证法假设保证了一

定是能取出来的.) 我们记 Y 是 Xc中去掉所有 ji构成的集合. 那么

2ε =
∑
i∈Xc

ai −
∑
i∈X

ai =
∑
i∈X

(aji − ai) +
∑
i∈Y

ai.

上面每一项都是正的, 并且一共有 n − |X| ≥ n/2 项( X 一定非空, Y 可能为

空集). 由于 n ≥ 3, 上面和式中至少有两项, 于是每一项都小于 2ε. 那么考

虑 X ′ = (X\{i}) ∪ {ji}, 有

1− ε =
∑
i∈X

ai <
∑
i∈X′

ai < 1 + ε.

就得到了矛盾. �
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注. 这个问题本身难度并不高, 主要是如何用数学语言描述清楚这个把一

小部分数增加的过程, 笨办法就是把所有的量设出来.

A 4.给定正整数 n ≥ 2,以及实数 a1, a2, . . . , an,满足 a1 + a2 + · · ·+ an = 0.

定义集合 A满足

A = {(i, j)|1 ≤ i < j ≤ n, |ai − aj| ≥ 1}.

证明:若 A非空,则 ∑
(i,j)∈A

aiaj < 0.

解 1.原命题等价于

2
∑

(i,j)∈A

aiaj <

(
n∑
i=1

ai

)2

.

也等价于
n∑
i=1

a2i + 2
∑

1≤i<j≤n
(i,j)/∈A

aiaj > 0.

注意到∑
1≤i<j≤n
(i,j)/∈A

aiaj =
∑

1≤i<j≤n
|ai−aj |<1
aiaj<0

aiaj +
∑

1≤i<j≤n
|ai−aj |<1
aiaj>0

aiaj ≥
∑

1≤i<j≤n
−1<min{ai,aj}<0
0<max{ai,aj}<1

aiaj +
∑

1≤i<j≤n
0<|ai|,|aj |<1

aiaj>0

aiaj.

这是因为∑
1≤i<j≤n
|ai−aj |<1
aiaj<0

aiaj ≥
∑

1≤i<j≤n
−1<min{ai,aj}<0
0<max{ai,aj}<1

aiaj,
∑

1≤i<j≤n
|ai−aj |<1
aiaj>0

aiaj ≥
∑

1≤i<j≤n
0<|ai|,|aj |<1

aiaj>0

aiaj.

故
n∑
i=1

a2i + 2
∑

1≤i<j≤n
(i,j)/∈A

aiaj ≥
∑
|ai|≥1

a2i +

Ñ∑
|ai|<1

ai

é2

≥ 0.

下说明其不可能取等.

若不然, ∑
|ai|≥1

a2i +

Ñ∑
|ai|<1

ai

é2

= 0.

表明对任意 ai, |ai| < 1. 那么对 (i, j) ∈ A, 都有 aiaj < 0. 于是只要 A非空, 就

有
∑

(i,j)∈A aiaj < 0. 矛盾, 结论成立. �
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解 2.记 S1 = {ai : ai ≤ −1}, S2 = {ai : − 1 < ai < 0}, S3 = {ai : 0 < ai ≤

1}, S4 = {ai : ai ≥ 1}. 分别记 di 为 Si 元素和 i = 1, 2, 3, 4. 这里空集的元素和

为0. 那么 ∑
(i,j)∈A
aiaj>0

aiaj ≤
1

2
d21 +

1

2
d24 + d1d2 + d3d4.

也有 ∑
(i,j)∈A
aiaj<0

aiaj ≤ d1d4 + d2d4 + d1d3.

所以, 结合 d1 + d2 + d3 + d4 = 0,∑
(i,j)∈A

aiaj ≤
1

2
d21 +

1

2
d24 + d1d2 + d3d4 + d1d4 + d2d4 + d1d3

=
(d1 + d4)

2

2
+ (d1 + d4)(d2 + d3)

=
−(d1 + d4)

2

2
.

等号成立需要 S1, S4 中没有元素, 那么对 (i, j) ∈ A, 都有 aiaj < 0. 于是只要 A

非空, 就有
∑

(i,j)∈A aiaj < 0. 矛盾, 结论成立. �

注. 从两个解答中都可以看出, 把 ai分成四类是重要的.

A 5.令 x1, x2, . . . , xn为互异的实数.证明

n∑
i=1

∏
j 6=i

1− xixj
xi − xj

=

 1, n为奇数;

0, n为偶数.

解 1.由于两边都是有理函数, 我们只需要对所有 xi都不为 ±1的情况证明

结论即可(这表明通分后化简后会得到一个零多项式). 我们对多项式

f(x) =
n∏
i=1

(1− xi · x).

在点 1,−1, x1, x2, . . . , xn处, 由于 deg f < n+ 2, 用Lagrange插值公式就得到

f(x) =
n∑
i=1

f(xi)
(x+ 1)(x− 1)

(xi + 1)(xi − 1)

∏
j 6=i

x− xj
xi − xj

+ f(1)
x+ 1

1 + 1

n∏
i=1

x− xj
1− xj

+ f(−1) x− 1

−1− 1

n∏
i=1

x− xj
−1− xj

.

我们比较两边 xn+1次项系数. 就得到

0 =
n∑
i=1

f(xi)
1

(xi + 1)(xi − 1)

∏
j 6=i

1

xi − xj
+
1

2
f(1)

n∏
i=1

1

1− xj
−1

2
f(−1)

n∏
i=1

1

−1− xj
.
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我们注意

f(xi) = (1− x2i )
∏
j 6=i

(1− xixj).

f(1) =
n∏
i=1

(1− xi).

f(−1) =
n∏
i=1

(1 + xi) = (−1)n
n∏
i=1

(−1− xi).

所以

0 = −
n∑
i=1

∏
j 6=i

1− xixj
xi − xj

+
1

2
+

1

2
(−1)n+1.

即得结论. �

注. 本做法的难点在于构造出这样的 f 并选取合适的节点, 构造出这样

的 f 之后, 还得添加上 +1,−1两个节点. 于是这里需要 xi 都不为 ±1, 才能满

足Lagrange插值公式的使用条件.

也有做法只利用 x1, x2, . . . , xn 来构造插值, 但是这样的代价是要分奇偶讨

论. 有兴趣的同学可以参考预选题官方英文解答.

解 2.记

G(x1, . . . , xn) =
n∑
i=1

∏
j 6=i

1− xixj
xi − xj

.

我们把 G(x1, . . . , xn)看成关于 xn有理函数, 把其他变量都看成系数. 通分后可

以写为

G(x1, . . . , xn) =
P (xn)∏

j 6=n(xn − xj)
.

这里 P (xn)是一个关于 xn的多项式, 其系数中可能出现 x1, . . . , xn−1. 我们实际

上有

P (xn) =
∏
j 6=n

(1− xnxj) +
n−1∑
i=1

(xixn − 1)
∏
j 6=i,n

(xn − xj)(1− xixj)
xi − xj

.

我们发现P (x)是一个至多 n−1次的多项式. 我们取一个 k 6= n. 那么对 i 6= k, n

就有
∏

j 6=i,n(xk − xj) = 0. 由此, 我们得到

P (xk) =
∏
j 6=n

(1− xkxj) +
n−1∑
i=1

(xixk − 1)
∏
j 6=i,n

(xk − xj)(1− xixj)
xi − xj

=
∏
j 6=n

(1− xkxj) + (x2k − 1)
∏
j 6=k,n

(xk − xj)(1− xkxj)
xk − xj
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=
∏
j 6=n

(1− xkxj) + (x2k − 1)
∏
j 6=k,n

(1− xkxj)

= 0.

故 x− xk | P (x). 所以有
n−1∏
j=1

(x− xj) | P (x).

但是 P (x)是一个至多 n− 1次的多项式, 所以只能有 P (x) = c
∏n−1

j=1 (x− xj), c

是一个只依赖于 x1, x2, . . . , xn−1的常数. 所以有理函数 G = c不依赖于 xn.

完全类似地, 可以得到有理函数 G是不依赖于 x1, x2, . . . , xn, 所以 G就是

一个常数.

最后, 我们只需要定下 G的值即可. 这里的方法有很多.

对偶数 n, 我们可以取 x2j−1 = j + 1, x2j = 1/x2j−1, j = 1, 2, . . . , [n/2]. 那么

就有 ∏
j 6=k

(1− xkxj) = 0, ∀k =⇒ G = 0.

对奇数 n, 在此之上定义一个 xn = 1. 就得到

G =
∏
j 6=n

1− xj
1− xj

= 1.

�

注. 这个做法还有一个变种, 就是根据 n的奇偶直接把 G或 G− 1通分, 分

母是
∏

i<j(xi − xj), 而分子可以被
∏n

i=1(xi − 1)
∏

i<j(xi − xj)整除, 但分子次数

没这么高, 只能是零多项式, 结论成立. 细节留给感兴趣的读者.

解 3.我们考虑关于 a的多项式

T (a) =
n∑
i=1

∏
j 6=i

a− xixj
xi − xj

.

对每个 0 ≤ m − 1 ≤ n − 1, 我们考虑 T (a) 中 am 次系数. 记 σ(i,m) 是

x1, x2, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn的m次初等对称多项式.

T (a)中 am项系数 =
n∑
i=1

xn−1−mi · (−1)n−1−mσ(i, n− 1−m)∏
j 6=i(xi − xj)

=
n∑
i=1

∏
j 6=i(y − xj)∏
j 6=i(xi − xj)

· xn−1−mi 中 ym的系数.

由 Lagrange插值公式,
n∑
i=1

∏
j 6=i(y − xj)∏
j 6=i(xi − xj)

· xn−1−mi = yn−1−m.
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于是

T (a)中 am项系数 = yn−1−m中 ym的系数

=

 1, 若 2m = n− 1,

0, 其余情形.

所求即为 T (1), 易得结论. �

注. 这个解答通过引入一个新的主元, 得到一个关于 a 的多项式. 通过分

析 T (a)的各项系数, 我们得到了答案.

我们最后再呈现一个做法, 这个做法利用了 1−xy
x−y 正好和双曲余切差角公式

的结构一致.

解 4.我们引入双曲余切函数 cothx = ex+e−x

ex−e−x = e2x+1
e2x−1 . 可以证明其满足双

曲余切差角公式

coth(α− β) = 1− cothα coth β

cothα− coth β
.

我们记 f(n) =
∑n

i=1

∏
j 6=i

1−xixj
xi−xj . 我们用归纳法证明 f(n) = f(n− 2). 奠基 n =

2, 3是容易验证的, 此处略去.

下设 f(n − 1), f(n − 2) 已经知道为常数, 来证明 f(n) = f(n − 2). 与解

答1相同, 我们只需要证明 xj 都不等于 ±1的情形即可. 我们取 θj = arccoth xj,

j = 1, 2, . . . , n. 这里 θj 在 |xj| < 1时是一个虚数, |xj| > 1时是一个实数. 那利

用双曲正切差角公式

f(n) = coth(θ1 − θ2)(coth(θ1 − θ3) · · · coth(θ1 − θn)− coth(θ2 − θ3) · · · coth(θ2 − θn))

+
n∑
i=3

coth(θi − θ1) coth(θi − θ2)
∏
j 6=i
j>2

coth(θi − θj).

利用差角公式的变形得到(取 α = θi − θ2, β = θi − θ1之后通分.)

coth(θi − θ1) coth(θi − θ2) = 1 + (coth(θi − θ1)− coth(θi − θ2)) coth(θ1 − θ2).

于是 f(n)在上式中第二个和式可以改写为
n∑
i=3

coth(θi − θ1) coth(θi − θ2)
∏
j 6=i
j>2

coth(θi − θj)

=
n∑
i=3

∏
j 6=i
j>2

coth(θi − θj) + coth(θ1 − θ2)
∏
j 6=i
j>2

coth(θi − θj)
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·
n∑
i=3

(coth(θi − θ1)− coth(θi − θ2))

=f(n− 2) + coth(θ1 − θ2)
n∑
i=3

(coth(θi − θ1)− coth(θi − θ2))
∏
j 6=i
j>2

coth(θi − θj).

于是, 为了证明 f(n) = f(n− 2), 只需证明下式成立.

0 = coth(θ1 − θ2)

(∏
j>2

coth(θ1 − θj)−
∏
j>2

coth(θ2 − θj)

)

+ coth(θ1 − θ2)
n∑
i=3

(coth(θi − θ1)− coth(θi − θ2))
∏
j 6=i
j>2

coth(θi − θj).

整理一下, 只要证明∏
j>2

coth(θ1 − θj) +
n∑
i=3

coth(θi − θ1)
∏
j 6=i
j>2

coth(θi − θj)

=
∏
j>2

coth(θ2 − θj) +
n∑
i=3

coth(θi − θ2)
∏
j 6=i
j>2

coth(θi − θj).

这就是n−1的归纳假设,等式左边对x1, x3, . . . , xn使用,等式右边对x2, x3, . . . , xn

使用. 所以等式两边都是 f(n− 1). 于是我们证得了 f(n) = f(n− 2). 由归纳原

理知结论成立. �

注. 本题作为一个代数恒等式, 可以有非常多种方法. 解答4实际上充分利

用了双曲余切的代数结构, 因为双曲余切在考场上的出现频率远小于正切和余

切, 所以给大家介绍一下这个方案. 其实如果同学熟悉正切差角公式的话, 可以

看出做代换 x = i cot θ时, i是虚数单位. 也有

i cot(α− β) = 1− (i cotα)(i cot β)

(i cotα)− (i cot β)
.

成立. 但实际上有 coth(θ) = i cot(iθ), 所以也可以得到解答 4的这个换元.

如果不想出现复数的话, 我们可以在解答4中限制所有 |xj|都大于1, 这样得

到的 θj 都是实数, 然后利用有理函数的性质得到结论.

这四类方案是非常漂亮的, 各有各的特色, 当然还有很多大同小异的方案.

A 6.已知三变量实系数多项式 P (x, y, z)满足恒等式

P (x, y, z) = P (x, y, xy − z) = P (x, xz − y, z) = P (yz − x, y, z).

证明: 存在单变量多项式 F (t)使得

P (x, y, z) = F (x2 + y2 + z2 − xyz).
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解 1. 记 R(x, y, z) = P (x, y, z + xy
2
). 则 R(x, y, z) = P (x, y, z + xy

2
) =

P (x, y,−z+xy
2
) = R(x, y,−z). 所以R中含有 z的项的幂次都是偶数. 即R(x, y, z)

可以写为关于 x, y, z2的多项式. 所以

P (x, y, z) = R
(
x, y, z − xy

2

)
= R1

Å
x, y,

(
z − xy

2

)2ã
.

而 (z − xy
2
)2 = x2y2

4
+ z(z − xy), 所以 P 可以写成关于 x, y, z(z − xy)的多项式.

我们设

P (x, y, z) =
∑
i,j,k∈N

µi,j,kx
iyj(z(z − xy))k.

我们考察 P (x, y, z) 的最高次项. 设 degP (x, y, z) = m, 那么 P (x, y, z) 的最

高次项一定是满足 i + j + 3k = m 的 xiyj(z(z − xy))k 提供的. 其最高次

项为 xk+iyk+jzk, 其余项的次数都小于 m. 而且不同的 (i, j, k) 会提供不同的

最高次项 xk+iyk+jzk, 所以不会被被消掉. 所以我们得到 P (x, y, z) 中最高次

项 xαyβzγ, 一定是由 xα−γyβ−γ(z(z − xy))γ 提供的, 且满足 α ≥ γ, β ≥ γ.

注意我们还只用到了 P (x, y, z) = P (x, y, xy − z). 对剩下两个等式也做

类似的操作, 我们可以得到 P (x, y, z) 中最高次项必然满足 α ≥ β, γ ≥ β 以

及 β ≥ α, γ ≥ α. 这表明 α = β = γ, m = 3α, 并且 P (x, y, z)的最高次项都是

形如 (xyz)α的形式的. 设 P (x, y, z)中 (xyz)m/3的系数为 µ, 那么我们考察

P1(x, y, z) = P (x, y, z)− µ(x2 + y2 + z2 − xyz)m/3.

这个多项式 P1仍然满足题设条件, 并且 degP1 < degP . 继续这样做, 有限步就

可以把 P 写成关于 x2 + y2 + z2 − xyz的多项式. �

注. 这个做法通过分析最高次项的性质得到了结论.

解 2.我们要用到如下著名的恒等式. 对满足 u + v + w = 0的实数 u, v, w,

有

cos2 u+ cos2 v + cos2w − 2 cosu cos v cosw − 1 = 0.

断言 1. 多项式 P (x, y, z)在集合

S = {(2 cosu, 2 cos v, 2 cosw) : u+ v + w = 0}.

上是常数.

断言 1的证明. 记 G(u, v, w) = P (2 cosu, 2 cos v, 2 cosw), 那么注意

(2 cosu)(2 cos v)− 2 cosw = 4 cosu cos v − 2 cos(u+ v) = 2 cos(u− v).

所以条件就可以写为 G(u, v, w) = G(−u, v, u − v). 也有 G(u, v, w) = G(w −

www.nsmath.cn 12



v, v,−w). 我们分别使用这两个条件得到(下式第一个等号用了第一个条件, 第

二个等号用了第二个条件.)

G(u, v, w) = G(−u, v, u− v) = G(u− 2v, v, v − u) = G(u− 2v, v, w + 2v).

归纳法得到, 对整数 k,

G(u, v, w) = G(u− 2kv, v, w + 2kv).

类似地, 对整数 l,

G(u, v, w) = G(u, v + 2lu, w − 2lu).

再注意, 对整数 p, q, 有

G(u, v, w) = G(u+ 2pπ, v + 2qπ, w − 2(p+ q)π).

我们取非零的 u, v使得 u, v, π在Q上线性无关.那么我们结合以上三个式子,可

以知道G在平面 u+ v+w = 0的一个稠密子集上都取到同一个值. 进而结合G

的连续性知 G是常数. 即 P 在S上是常数, 这个常数是 P (2, 2, 2). 断言1成立.

断言 2. P (x, y, z)−P (2, 2, 2)作为实系数多项式能被 T (x, y, z) = x2+ y2+

z2 − xyz − 4整除.

断言 2的证明. 作带余除法

P (x, y, z)− P (2, 2, 2) = T (x, y, z)R(x, y, z) + A(y, z)x+B(y, z).

我们注意 P (x, y, z)−P (2, 2, 2)在S上取到0, T 在S上也取到0. 所以A(y, z)x+

B(y, z)也得在S上取到0.

但是对 π
3
< v,w < 2π

3
, y = 2 cos v, z = 2 cosw 时, x 有两个不同的值可

以取, 分别是 2 cos(v + w)和 2 cos(v − w). 这两个值一个大于0, 一个小于0, 是

不同的. 但都满足 A(y, z)x + B(y, z) = 0. 只能有 A(y, z) = B(y, z) = 0. 于

是 A(y, z), B(y, z)都在一个开集上为0, 只能是零多项式. (可以进一步展开成关

于 y 的多项式 A(x, y) =
∑
dk(z)y

k, 对固定的 z 有无穷多个解 y, 说明其 dk(z)

都为零. 而 dk(z) = 0对无穷个 z都成立, 进而 dk(z)也是零多项式.)

断言 2成立.

最后, 我们只要对 P (x,y,z)−P (2,2,2)
T (x,y,z)

= P1(x, y, z)继续讨论即可. 由于 degP1 <

degP , 进行充分多次后, 我们得到 Pk(x, y, z) 会是一个常数. 那么我们最开始

的 P (x, y, z)其实可以写为关于 T (x, y, z)的多项式, 此即结论. �

注. 这个做法把条件充分使用, 得到了 P (x, y, z) − P (2, 2, 2) 在曲面 S 的

一个稠密集上为零, 由此推出在曲面 S上为零. 进一步, P (x, y, z) − P (2, 2, 2)

13 数学新星网



被 x2 + y2 + z2− xyz− 4整除. 这是非常精彩的做法, 思路自然, 层层递进, 太美

妙了! 三角恒等式在构造过程中为我们提供了极大的便利.

用代数几何的语言来解释, 这个题实际上要证明Markov三元组在Markov曲

面上是Zariski稠密的. 有兴趣的同学可以参考预选题官方英文解答, 并在大学

修读代数几何课程.

A 7. 令 Z表示整数集. 考虑函数 f : Z→ Z其满足

f(f(x+ y) + y) = f(f(x) + y)

对任意整数 x, y成立. 对于这样的函数 f , 若整数 v满足集合

Xv = {x ∈ Z : f(x) = v}.

有限且非空, 则我们称整数 v为 f –罕见的.

(a) 证明存在一个函数 f 使其有一个对应的 f –罕见的整数.

(b) 证明不存在这样的函数 f 使其有大于1个对应的 f –罕见的整数.

解 1. (a) 我们给出这个函数. 定义 f(0) = 0. 对 x 6= 0, 定义 f(x) = 2ν2(x)+1.

这里 ν2(x)是最大的自然数 α, 满足 2α | x. 定义 ν2(0) = +∞.

我们来验证这个等式成立. 若 f(x) = f(x+ y), 显然成立.

若 f(x+ y) 6= f(x),则说明 ν2(y) < ν2(x). y 6= 0, ν2(y) <∞. 于是 ν2(f(x+

y)) = ν2(y) + 1 > ν2(y), ν2(f(x)) = ν2(x) + 1 > ν2(y). 于是 ν2(f(x + y) + y) =

ν2(f(x) + y) = ν2(y), 所以等式成立.

而这里 0就是 f –罕见的整数.

(b) 我们假设存在一个 f –罕见的整数 u, 由题目条件可知, 对正整数 k,

f(f(x) + y) = f(f(x+ y) + y) = f(f(x+ 2y) + y) = · · · = f(f(x+ ky) + y).

上式对整数 k也成立. 我们取 a是 Xu 中最小的元素, 在上式中取 y = a − f(x)

得到

u = f(a) = f(f(x+ k(a− f(x))) + a− f(x)).

于是 f(x+ k(a− f(x))) + a− f(x) ∈ Xu, 由于 a是Xu中最小的元素, 我们得到

f(x+ k(a− f(x))) + a− f(x) ≥ a,∀k, x ∈ Z.

即

f(x+ k(a− f(x))) ≥ f(x), ∀k, x ∈ Z.
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我们再取 b是 Xu中最大的元素, 在上式中取 y = b− f(x)得到

u = f(b) = f(f(x+ k(b− f(x))) + b− f(x)).

于是 f(x+ k(b− f(x))) + b− f(x) ∈ Xu, 由于 b是Xu中最大的元素, 我们得到

f(x+ k(b− f(x))) ≤ f(x),∀k, x ∈ Z.

特别地, 结合这两个式子可以得到

f(x+ k(a− f(x))(b− f(x))) ≤ f(x) ≤ f(x+ k(b− f(x))(a− f(x))),∀k, x ∈ Z.

就这表明

f(x) = f(x+ k(a− f(x))(b− f(x))).

所以对 f(x) 6= a, b, Xf(x) 中都含有一个无穷等差数列, 不可能有限. 罕见的整

数只能为 a, b之一. 所以 u = a或者 u = b, f(u) = f(a) = f(b) = u. 所以罕见

的整数必然满足 f(u) = u.

如果 a 6= b都是罕见的整数, 就得到 f(a) = a, f(b) = b, 但是 f(a) = f(b),

这就推出 a = b, 矛盾. 所以不存在两个罕见的整数. �

解 2. 我们对第二部分给出一个不同的处理方案.

(b) 用反证法, 设 u 6= v 都是 f –罕见的整数. u的原像是 a1 < a2 < · · · <

am. 那么在

f(f(x) + y) = f(f(x+ y) + y).

中, 取 x = u, y = ai − u得到

f(f(u) + ai − u) = f(ai) = u.

于是 f(u)− u+ ai ∈ Xu. 那么

a1 + f(u)− u < a2 + f(u)− u < . . . < am + f(u)− u.

正好也是 Xu中的m个元素, 进而 f(u)− u = 0, f(u) = u. 同样地, f(v) = v.

我们记 x0 = u, y0 = v − u. 则有 f(x0) = x0, f(x0 + y0) = x0 + y0. 且

有 y0 6= 0. 那么

x0 + y0 = f(f(x0) + y0) = f(f(x0 + y0) + y0) = f(x0 + 2y0).

所以 f(x0 + 2y0) = x0 + y0. 现在设正整数 k满足 f(x0 + ky0) = x0 + y0, 在条件

中令 x = x0, y = ky0得到

f(x0 + (k + 1)y0) = f(f(x0 + ky0) + ky0) = f(f(x0) + ky0) = x0 + y0.
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于是对所有正整数 k都有 f(x0+ ky0) = x0+ y0 = v. 而这与Xv有限相矛盾. �

注. 这个题第二问可能相对好入手一点点, 做完第二问对第一问的构造有

极大的启发, 出题人可能有其他的背景知识进行了这种排序吧.

II.几何

G1. 给定三角形 ABC, 圆 Γ 过点 A, 分别再次交线段 AB,AC 于点 D,E,

与线段 BC 交于点 F,G, 其中 F 在 B,G之间. 过点 F 的圆 BDF 的切线和过

点 G的圆 CEG的切线交于 T . 若 A和 T 不重合, 证明: AT ‖ BC.

FB

A

CG

T

D
E

解. 连结 AF,AG, 由相切与共圆的性质有 ∠TFG = ∠BDF = ∠BGA. 同

理 ∠TGF = ∠AFG. 因此 4TGF ∼= 4AFG, A与 T 到 FG距离相同. 故 AT

与 BC 平行. �

FB

A

CG

T

D
E

注. 这道题很简单, 只需要通过导角找到等腰梯形结构即可.

G 2.锐角三角形 ABC 过 A,B,C 分别向 BC,CA,AB 所引的三条高线垂

足是 D,E, F . 令 ωB, ωC 分别是 4BDF,4CDE 的内切圆, 并设它们分别和线
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段 DF,DE 切于点M,N . 直线MN 和圆 ωB, ωC 分别再次交于点 P 6= M,Q 6=

N . 证明: MP = NQ.

A

B C

E

D

F

P

Q

M

N

解.设 I1, I2分别为 ωB, ωC 的圆心, R为 ωC 与 BC 的切点. 连结 I1M, I2N .

由垂足性质, 4BDF ∼ 4BAC ∼ 4EDC. 由于相似图形中对应线段长度比等

于相似比, 故有
I2N

I1M
=
ED

BD
=

RD

MD
.

因此

PM

NQ
=

2I1M sin∠PMD

2I2N sin∠QNE
=
BD sin∠NMD

ED sin∠MND
=
BD

ED
· ND
MD

=
BD

MD
· RD
ED

= 1.

即 PM = NQ. �

A

B C

E

D

F

P

Q

M

N

R

I1
I2

注.本题做法相对唯一, 不难发现可从边的比例计算入手.
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G 3. 在三角形 ABC 中, 点 A1, B1 分别在边 BC,AC 上, 点 P,Q 分别

在AA1, BB1上,且PQ ‖ AB. 点P1在PB1的延长线上,满足∠PP1C =∠BAC.

点 Q1 在 QA1 的延长线上, 满足 ∠CQ1Q = ∠CBA. 证明: P,Q, P1, Q1 四点共

圆.

A B

C

A1

B1

P1

Q1

QP

解 1. 作 4ABC 的外接圆 ω. 延长 BB1, AA1, 分别与 ω 交于 X, Y ; 延

长 B1P,A1Q分别与 AB 交于 S, T . 由于 ∠CP1S = ∠CAS, 故 C,P1, A, S 共圆.

因此由相交弦定理,

B1S ·B1P1 = B1C ·B1A = B1X ·B1B.

A B

C

A1

B1

P1

Q1

QP

X

Y

S T
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由于 PQ ‖ SB, 故有
B1P

B1S
=
B1Q

B1B
.

两式相乘得

B1P1 ·B1P = B1X ·B1Q.

故 P1, X, P,Q共圆. 同理 Q1, Y,Q, P 共圆. 因为 ∠Y XQ = ∠Y AB = ∠Y PQ,

故 X,P,Q, Y 共圆. 结合三个共圆知 P1, X, P,Q, Y,Q1六点共圆. �

解 2. 设直线 PQ 交 CA,CB 于点 U, V , QA 交 PB 于 N . ∠CP1P =

∠CAB = ∠CUP , 故 C,P1, U, P 共圆, 记为 Γ1. 同理 C,Q, V,Q1 共圆, 记为 Γ2.

设直线 CN 与 PQ,AB分别交于点W,Z. 由于 UV ‖ AB, 有

WQ

WP
=
ZA

ZB
=
WU

WV
.

即WP ·WU = WQ ·WV , W 到 Γ1, Γ2等幂. 故 CN 为 Γ1, Γ2的根轴.

若PP1与QQ1不平行,则设它们所在直线交于点L. 对两直线APA1, BQB1

由Pappus定理,有C,N,L共线,即L在 Γ1, Γ2的根轴上. 故LQ·LQ1 = LP ·LP1,

即 P,Q,Q1, P1共圆.

若 PP1 ‖ QQ1, 由Pappus定理, PP1 ‖ CN ‖ QQ1. 设 Γ1, Γ2交于 C,K. K

在根轴 CN 上. 故 PP1 ‖ CK ‖ QQ1. 结合共圆知四边形 PP1CK,KQQ1C 为

等腰梯形. 故 P1PQQ1均为等腰梯形. 因此 P,Q,Q1, P1共圆. �

A B

C

A1

B1

P1

Q1

QP

L

U V
W
N
Z

(a)

A B

C

A1

B1

P1

Q1

QPU V
N

K

(b)

解 3.本解答中, 复平面上的点与其所对应复数用同一字母表示, 单位圆指

圆 |Z| = 1. 我们先证明复数法的几个基本结论.
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引理 1. 复平面上三点 X, Y, Z 共线. 则
(
X − Y

)
Z + (Y −X)Z +XY −

XY = 0.

引理 1 的证明. Z−X
Y−Z ∈ R．故

Z −X
Y − Z

=

Å
Z −X
Y − Z

ã
=
Z −X
Y − Z

.

通分即得上式. 引理 1 证毕.

引理 2. 复平面上不共线的四点W,X, Y, Z 共圆当且仅当 (W−Y )(X−Z)
(W−X)(Y−Z) ∈ R.

引理 2 的证明.

W,X, Y, Z共圆⇐⇒ ]ZWY = ]ZXY ⇐⇒ arg
W − Z
W − Y

= arg
X − Z
X − Y

⇐⇒ (W − Y ) (X − Z)
(W −X) (Y − Z)

∈ R.

引理 2 证毕.

原命题的证明. 以 AA1, BB1 的交点 O 为原点建立复平面. 由 A1, P 在

直线 OA 上, B1, Q 在直线 OB 上, 且 PQ ‖ AB, 可设 A1 = µA, B1 = ϕB,

P = λA, Q = λB, 其中 µ, ϕ, λ ∈ R. 由于 B,A1, C 共线, 由引理 1,(
A1 −B

)
C + (B − A1)C + A1B − A1B = 0,

即 (
µA−B

)
C + (B − µA)C + µ

(
AB − AB

)
= 0.

同理, (
ϕB − A

)
C + (A− ϕB)C − ϕ

(
AB − AB

)
= 0.

联立上两式, 消去 C, 解得

C =
µ (1− ϕ)A+ ϕ (1− µ)B

1− µϕ
.

由于 Q,A1, Q1共线, 由引理1,(
A1 −Q

)
Q1 + (Q− A1)Q1 + A1Q− A1Q = 0,

即

(λB − µA)Q1 =
(
λB − µA

)
Q1 − λµ

(
AB − AB

)
= 0. (?).

由 ∠QQ1C = ∠ABC, arg Q−A1

C−Q1
= arg A−B

C−B , 即
A−B
C−B ·

C−Q1

Q−A1
∈ R.而

A−B
C −B

· C −Q1

Q− A1

=
(A−B)

Ä
µ(1−ϕ)A+ϕ(1−µ)B

1−µϕ −Q1

äÄ
µ(1−ϕ)A+ϕ(1−µ)B

1−µϕ −B
ä
(λB − µA)

=
(A−B) (µ (1− ϕ)A+ ϕ (1− µ)B − (1− µϕ)Q1)

(1− ϕ) (µA−B) (λB − µA)
,
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故

(A−B) (µ (1− ϕ)A+ ϕ (1− µ)B − (1− µϕ)Q1)

(µA−B) (λB − µA)

=

(
A−B

) (
µ (1− ϕ)A+ ϕ (1− µ)B − (1− µϕ)Q1

)(
µA−B

) (
λB − µA

)
交叉相乘, 按 Q1移项整理得

(A−B) (µ (1− ϕ)A+ ϕ (1− µ)B)
(
µA−B

) (
λB − µA

)
−
(
A−B

) (
µ (1− ϕ)A+ ϕ (1− µ)B

)
(µA−B) (λB − µA)

= (1− µϕ) ((A−B)
(
µA−B

) (
λB − µA

)
Q1

−
(
A−B

)
(µA−B) (λB − µA)Q1).

将 (?)式代入, 得

(A−B) (µ (1− ϕ)A+ ϕ (1− µ)B)
(
µA−B

) (
λB − µA

)
−
(
A−B

) (
µ (1− ϕ)A+ ϕ (1− µ)B

)
(µA−B) (λB − µA)

= (1− µϕ)
(
λB − µA

) (
λB − µA

) (
AB − AB

)
Q1

+ (1− µϕ)
(
A−B

)
(µA−B)λµ

(
AB − AB

)
.

解得

(1− µϕ)
(
λB − µA

)
Q1 =− µ2 (1− λϕ)AA+ µ (−λ+ λϕ− λµϕ− µϕ)AB

+ µϕ (λ− µ)AB + ϕ (µ− λ)BB.

因此

Q1 − P =
(λ− µ)

(
µAA− (λ+ µϕ− λµϕ)AB − µϕAB + ϕBB

)
(1− µϕ)

(
λB − µA

) .

同理,

P1 −Q =
(λ− ϕ)

(
µAA− (λ+ µϕ− λµϕ)AB − µϕAB + ϕBB

)
(1− µϕ)

(
λA− ϕB

) .

故

(Q1 − P ) (P1 −Q)
(A1 −Q) (B1 − P )

=
(λ− µ) (λ− ϕ)

(1− µϕ)2
·
∣∣µAA− (λ+ µϕ− λµϕ)AB − µϕAB + ϕBB

∣∣2∣∣λB − µA∣∣2 ∣∣λA− ϕB∣∣2 ∈ R.

而由 Q,A1, Q1共线, 及 P,B1, P1共线, 有 A1−Q
Q1−Q ,

B1−P
P1−P ∈ R. 故

(Q1 − P ) (P1 −Q)
(Q1 −Q) (P1 − P )

=
A1 −Q
Q1 −Q

· B1 − P
P1 − P

· (Q1 − P ) (P1 −Q)
(A1 −Q) (B1 − P )

∈ R.

而显然, P,Q, P1, Q1不共线. 因此由引理 2, P,Q, P1, Q1共圆. �
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注.受篇幅限制, 部分计算过程略去.

G 4. P 是4ABC 内一点. 设直线 AP 和 BC 交于点 A1, 直线 BP 和 CA

交于点 B1, 直线 CP 和 AB 交于点 C1. 点 A2满足 A1是 PA2的中点, 点 B2满

足 B1是 PB2的中点, 点 C2满足 C1是 PC2的中点. 证明: A2, B2, C2不可能同

时严格地在4ABC 外接圆的内部.

A

B C
A2

C

C2

B2

C1

A1

B1

P

解. 反设三个点都在圆内.设直线AP,CP 分别与三角形外接圆交于A3, C3.

有

A1C · A1B = A1A · A1A3 > A1A · A1A2 = A1A · A1P,

即
A1C

A1P
>
A1A

A1B
.

由正弦定理,
sin∠APC
sin∠PCA1

>
sin∠A1BA

sin∠BAA1

,

即
sin∠APC
sin∠ABC

>
sin∠PCB
sin∠PAB

.

同理, 对称地有
sin∠APC
sin∠ABC

>
sin∠PAB
sin∠PCB

.

两式相乘, 得 sin∠APC > sin∠ABC. 又由 ∠APC > ∠ABC, 有 ∠APC +

∠ABC > 180◦. 同理, ∠BPC + ∠BAC > 180◦, ∠APB + ∠ACP > 180◦. 故

540◦ = (∠APC + ∠ABC) + (∠BPC + ∠BAC) + (∠APB + ∠ACP ) > 540◦,
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矛盾! 因此结论成立. �

A

B CA2
C

C2

A3

C3

C1

A1

P

注. 当且仅当 P = H 为4ABC 垂心时, A2, B2, C2可同时在外接圆内 (包

含圆上).

G 5.凸五边形 ABCDE 满足 CD = DE, ∠EDC 6= 2∠ADB. 点 P 在五

边形内部, 满足 AP = AE, BP = BC. 证明: 点 P 在对角线 CE 上当且仅

当 S4BCD + S4ADE = S4ABD + S4ABP .

C

D

E

AB

P

解 1.以 S (XY Z)记4XY Z 的有向面积, 即定义

S (XY Z) =

 S4XY Z , X, Y, Z顺时针排列;

−S4XY Z , X, Y, Z逆时针排列.

四边形的有向面积类似定义. 对 CE 垂直平分线 l上的点, 定义函数

f (D) = S (BCD) + S (ADE)− S (BDA)− S (BPA) .

在D在 l上沿线匀速运动时, D到 BC 有向距离匀速变化, 故 S (BCD)的值匀

速变化. 同理, S (ADE) , S (BDA)的值匀速变化. 因此已知 f 的值匀速变化,

即其与 D在 l上的位置坐标值有线性关系.

设 P 关于 AB 对称点为 Q. 由五边形凸性, Q不在直线 CE 上, 因此可以

作出 QEC 的圆心 O. O在 l上. 由于 BC = BP = BQ, 有4OBC ∼= 4OBQ.
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同理4OAE ∼= 4OAQ. 因此

f (O) = S (BCO) + S (AOE)− S (BOA)− S (BAQ)

= S (BOQ) + S (QOA)− S (BOA)− S (BAQ) = 0.

C

D

E

AB

P

l

O

Q

必要性. f (D) = 0. 反设 P 不在 CE 上. 取4PCE 的外心 R. R在 l上,

且4PBR ∼= 4CBR, 4PAR ∼= 4EAR. 故

f (R) = S (BCR) + S (ARE)− S (BRA)− S (BPA)

= S (BCR) + S (ARE)− (S (PBR) + S (APR) + S (BPA))− S (BPA)

= −2S (BPA) 6= 0.

因此 f 6≡ 0. 又由 f 线性及 f (D) = f (O) = 0, 有 D = O. 故

∠CDE = ∠CDQ+ ∠QDE = 2 (∠BDQ+ ∠QDA) = 2∠BDA = ∠BDA.

与条件矛盾! 因此 P 在 CE 上.

C

D

E

AB

P

l

R

www.nsmath.cn 24



充分性. P 在 CE 上. 取 CE,CP, PE 中点 M,X, Y , 有 XM = PY ,

XP =MY , XY = CM =ME, XB ‖ l ‖ Y A. 下用两种方法证明 f (D) = 0.

方法 1. 设 l与 AB交于点 S. 由平行线分线段成比例定理,

BS

SA
=
XM

MY
=
PY

XP
=
PE

CP
.

记 C,P,E 到 AB的距离为 hC , hP , hE. 由定比分点公式,

hP =
PE

CE
hC +

CP

CE
hE =

BS

BA
hC +

SA

BA
hE =

BS · hC + AS · hE
BA

.

因此

f (S) = S (BCS) + S (ASE)− S (BSA)− S (BPA)

=
1

2
(BS · hC + AS · hE − 0−BA · hP ) = 0.

而 SQ = SP < SE, 故 S 6= O. 因此由于 f 线性及 f (O) = 0, f ≡ 0. 因

此 f (D) = 0. �

C

D

E

AB

P
X

Y

S

l

M

法 2.

f (D) = S (BCD) + S (ADE)− S (BDA)− S (BPA)

= S (BCD) + S (ADE)− (S (PBD) + S (APD) + S (BPA))− S (BPA)

= (S (BCD)− S (PBD)) + (S (ADE)− S (APD))− 2S (BPA)

= 2 (S (BXD) + S (ADY )− S (BPA))

= 2 (S (BXM) + S (AMY )− (S (BXY A)− S (BXP )− S (APY )))

= 2 (S (BCM) + S (AME)− S (BXY A))

= 2 (S (BXY ) + S (AXY )− S (BXY A)) = 0.

�

25 数学新星网



C

D

E

AB

P

Y
X

M

注. 这道题是一道非常规的几何问题, 动态的想法, 特值的选取, 有向面积

的引入都是这道题的关键.

解 2.以 CE 中点 O 为原点, 射线 DO 方向为 x轴正方向, OE 长为单位

长建立平面直角坐标系. 设 X, Y 分别为 PC, PE 中点. 设 OD = a, P 点坐

标 (x, y), AY
PE

= λ, BX
PC

= µ. 有 E(0, 1), C(0,−1), D(−a, 0), X(x
2
, y−1

2
),

Y (x
2
, y+1

2
), A(x

2
+ λ(1− y), y−1

2
+ λx), B(x

2
+ µ(1 + y), y−1

2
− µx). 因此

2S4BCD = xByD + xCyB + xDyC − xByC − xCyD − xDyB

=

Å
1

2
− µa

ã
x+

(a
2
+ µ
)
y +

a

2
+ µ;

2S4ADE = xAyE + xDyA + xEyD − xAyD − xDyE − xEyA

=

Å
1

2
− λa

ã
x−

(a
2
+ λ
)
y +

a

2
+ λ;

2S4ABD = xAyD + xByA + xDyB − xAyB − xByD − xDyA

=

Å
λ

2
+
µ

2

ã (
x2 + y2

)
+

Å
1

2
+ λa+ µa+ 2λµ

ã
x+ (µ− λ) y + a+

λ

2
+
µ

2
;

2S4ABP = xAyP + xByA + xPyB − xAyB − xByD − xDyA

= −
Å
λ

2
+
µ

2

ã (
x2 + y2

)
+

Å
2λµ− 1

2

ã
x+

λ

2
+
µ

2
.

因此

S4BCD + S4ADE − S4ABD − S4ABP =
1

2
(1− 2aλ− 2aµ− 4λµ)x. (?)

若 1− 2aλ− 2aµ− 4µλ = 0, 则

cot∠EDO = a =
1− 4λµ

2λ+ 2µ
=

1− tan∠AEY tan∠BCX
tan∠AEY + tan∠BCX

= cot (∠AEY + ∠BCX).

因此 ∠EDO = ∠AEY + ∠BCX = 180◦ − ∠EAY − ∠CBX. 作 E 关于 AD的

对称点 Q, 有 D为4EQC 外心, A为4EPQ外心. 因此

∠PQC = ∠EQC − ∠PQE = (180◦ − ∠EDO)− ∠EAY = ∠CBX.
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因此B为4CPQ外心,故BQ = BC. 结合DQ = DC,有Q也是C关于BD的

对称点. 因此∠EDC = 2∠ADB,与题目条件矛盾! 所以 1−2aλ−2aµ−4µλ 6= 0.

故由 (?)式, 有 S4BCD + S4ADE = S4ABD + S4ABP ⇐⇒ x = 0 ⇐⇒ P 在 CE

上. �

C

D

E
A

B

P

x

y

Y
Q

X

注. 在 (?)式后也可以继续用坐标系计算.

G 6. 锐角三角形 ABC 的内心为 I, 其内切圆分别与 BC,CA,AB 切于

点 D,E, F . 直线 EF 交三角形的外接圆于点 P,Q, 使得 F 在 E 和 P 之间. 证

明: ∠DPA+ ∠AQD = ∠QIP .

A

B C

P

Q
I

D

E

F

解 1.设 EF, FD,DE 中点分别为 L,M,N , DT⊥EF 于 T , 线段 IP, IQ分

别交 4DEF 的九点圆于 P ′, Q′. 考虑关于圆 I 的反演, A ←→ L, B ←→ M ,

C ←→ N . 故圆 ABC ←→圆 LMN . 于是 P ←→ P ′, Q←→ Q′. 由 P,Q,E, F
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共线, 有 P ′, Q′, E, F, I 共圆. 由反演的性质,

∠DPA+ ∠AQD = ∠API + ∠AQI + ∠DPI + ∠DQI

= ∠P ′LI + ∠Q′LI + ∠P ′DI + ∠Q′DI = ∠P ′LQ′ + ∠P ′DQ′.

A

B C

P

Q
I

D

E

F

T

P ′

L

Q′M

N

再考虑以 D为反演中心, DM ·DE 为反演幂的反演, 与 ∠EDF 平分线为

轴的轴反射变换的复合. 熟知 M ←→ E, N ←→ F . 由 4DIM ∼ 4DET ,

I ←→ T . 因此圆MNT ←→圆 EIF . 因此 P ′ ←→ Q′. 故4DTQ′ ∼ 4DP ′I,

4DTP ′ ∼ 4DQ′I. 因此

∠APD + ∠AQD = ∠P ′LQ′ + ∠P ′DQ′ = ∠P ′TQ′ + ∠P ′DQ′

= ∠P ′TD + ∠Q′TD + ∠P ′DQ′

= ∠IQ′D + ∠IP ′D + ∠P ′DQ′ = ∠P ′IQ′ = ∠PIQ.

�

解 2.设 N,M, T 分别为 B̆AC, B̃C,BC 中点. 设直线 PQ,BC 交于 L. 延

长 NP,NQ, 分别交直线 BC 于 P ′, Q′.

因为 ∠FAE = ∠BMC, AB = AC, MB = MC, 故 4BMC ∼ 4FAE.

又 ∠PAF = ∠P ′MB, ∠QAE = ∠Q′MC, ∠AFI = 90◦ = ∠MBN , ∠AEI =

90◦ = ∠MCN . 因此 A,F,E, P,Q, I与M,B,C, P ′, Q′, N相似. 特别地, ∠PIQ =

∠P ′MQ′.

由 B,D,C, L调和,

LD · LT = LC · LB = LP · LQ.
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因此 P,Q,D, T 共圆. 由 ∠NQQ′ = 90◦ = ∠NTQ′, 有 N, T,Q,Q′ 共圆. 同理,

N, T, P, P ′共圆. 于是

∠DPA+ ∠DQA = 360◦ − ∠PDQ− ∠PAQ = 360◦ − ∠PMQ− ∠PTQ

= ∠TPM + ∠TQM = ∠P ′NM + ∠Q′NM = ∠P ′NQ′ = ∠PIQ.

�

A

B C

P

Q
I

D

E

F

N

M

LQ′P ′ T

解 3. 设 N,M, T 分别为 B̆AC, B̃C,BC 中点. 设直线 PQ,BC 交于 L.

AN,PQ交于 R. 由 B,C;D,L调和,

LD · LT = LC · LB = LP · LQ.

因此 P,Q,D, T 共圆. 由 AM ⊥ AN , PQ ⊥ AN , 有 AM ‖ PQ. 因此 PM =

QA. 故

MP

AI
=
QA

AI
=
AR/ sin∠AQR
AR/ cos2∠FAI

=
cos2∠BMN

sin∠AQR
=
MT/MN

AP/MN
=
MT

AP
.

又 ∠PMT = ∠IAP . 故 4PMT ∼ 4IAP . 因此 ∠API = ∠PTM. 同理,

∠AQI = ∠QTM . 于是

∠DPA+ ∠DQA = ∠API + ∠IPD + ∠AQI + ∠IQD

= ∠PTM + ∠IPD + ∠QTM + ∠IQD

= ∠PTQ+ ∠IPD + ∠IQD = ∠PDQ+ ∠IPD + ∠IQD = ∠PIQ.
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A

B C

P

Q
I

D

E

F

L

M

T

N

R

注. 我们还可以证明 T, I 是4NPQ的等角共轭点.

解答 4. 设 M,N, T 分别为 B̆AC, B̃C,BC 中点, R 为 A 关于 4ABC

外接圆的对径点. 延长 ND,PD,QD, 分别交 4ABC 外接圆于 S,K, J . 设直

线 PQ,BC 交于 L. 我们依次证明以下结论.

结论 1. ∠ASI = 90◦.

结论 1 的证明. 因为 SD平分 ∠BSC , 故

BF

BS
=
DB

BS
=
DC

CS
=
CE

CS
.

又 ∠FBS = ∠ECS. 故4SFB ∼ 4SEC. 因此 ∠AFS = ∠AES , 即 A,F,E, S

共圆. 又 A,F, I, E 共圆且以 AI 为直径. 故 ∠ASI = 90◦. 结论 1 证毕.

结论 2. Q,D, T, P 共圆, J, T,D,K 共圆.

结论 2的证明. 熟知地, B,C;D,L调和.故QB,QC;QD,QL调和.故B,C; J, P

调和. 故 ∠PTB = ∠PCJ = ∠PQD. 因此 Q,D, T, P 共圆. 同理 J, T,D,K 共

圆. 结论 2 证毕.

结论 3. L,K, J 共线, L, S,M 共线.

结论 3 的证明. 对圆 PTDQ ,圆 TDKJ ,圆 JKQP 由根心定理, 有直

线 JK,BC, PQ共点 L. 对圆 PTDQ ,圆 PQSM ,圆 SMTD由根心定理, 有直

线MS,BC, PQ共点 L. 结论 3 证毕.
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A

B C

P

Q
I

D

E

F

T

M

R

N

S

J

L

K

结论 4. 4SAP ∼ 4SQL , 4SAI ∼ 4SDL.

结论 4 的证明. 由于MA ⊥ AI , PQ ⊥ AI , 故 AM ‖ QP . 故 ÃP = M̄Q.

因此 ∠QSL = ∠MPQ = ∠ASP . 又 ∠SQL = ∠SAP , 故 4SAP ∼ 4SQL.

由于 ∠ASI = 90◦ = ∠DSL , ∠SDL = ∠SMT = ∠SAI , 故4SAI ∼ 4SDL.

结论 4 证毕.

结论 5. 4SIP ∼ 4SQD.

结论 5 的证明. 由结论 1, S, I, R 共线. 由于 RN ⊥ AI , PQ ⊥ AI ,

故 RN ‖ QP . 故 ÑQ = P̃R. 故 ∠NSQ = ∠PSR. 又由结论 4,

SP

SI
=
SP

SL
· SL
SI

=
SA

SQ
· SD
SA

=
SD

SQ
.

因此4SIP ∼ 4SQD. 结论 5 证毕.

原命题的证明. 由结论 5 及旋转相似知4SIQ ∼ 4SPD. 因此

∠PIQ = ∠SIP + ∠SIQ = ∠SQD + ∠SPD

= 360◦ − ∠PSQ− ∠PDQ = 360◦ − ∠PAQ− ∠PDQ

= ∠APD + ∠AQD.

�
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注. 新星问题征解第八期第三题与本题十分相似, 其要证结论为

∠IPD − 1

2
B = ∠IQD − 1

2
C,

也可使用此方法证明. 此题是一个常见的几何构型.

解 5. 本解答中, 复平面上的点与其所对应复数用同一字母表示, 单位圆指

圆 |Z| = 1. 我们先证明复数法的几个基本结论.

引理 1. WX,Y Z 是复平面单位圆上的两弦, 则他们的交点

T =
WXY +WXZ −WY Z −XY Z

WX − Y Z
.

引理 1 的证明. 由W,X, T 共线, W−T
W−X ∈ R. 故

W − T
W −X

=

Å
W − T
W −X

ã
=

1
W
− T

1
W
− 1

X

=
XWT −X
W −X

.

因此W − T = XWT −X. 同理, Y − T = Y ZT − Z. 联立两式, 解得

T =
WXY +WXZ −WY Z −XY Z

WX − Y Z
.

引理 1 证毕.

引理 2. X, Y, Z 是复平面单位圆上的三点, 满足

0 < argX < arg Y < argZ < 2π;

三复数 x, y, z满足

x2 = X, y2 = Y, z2 = Z, 0 < arg x < arg z < π < arg y < 2π.

则4XY Z 的内心为

IXY Z = −xy − yz − zx.

引理 2 的证明. 设M,N 分别为不含X 的弧 Y Z ,不含 Y 的弧 ZX 的中点.

M2 = Y Z 且 arg Y < argM < argZ. 若M = yz , 则有

argM = arg y + arg z > argZ,或 argM = arg y + arg z − 2π < arg Y,

矛盾! 故M = −yz. 同理, N = −zx. 故由引理 1,

IXY Z =
XMY +XMN − Y NX − Y NM

XM − Y N

=
x2 (−yz) y2 + x2 (−yz) (−zx)− y2 (−zx)x2 − y2 (−zx) (−yz)

x2 (−yz)− y2 (−zx)

= −xy − yz − zx.

引理 2 证毕.
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引理 3. X, Y 是复平面单位圆上的点, Z 是复平面上的点. 则 Z 在直

线 XY 上的投影为

H =
1

2

(
X + Y + Z −XY Z

)
.

引理 3的证明. X,H, Y 共线.故由引理 1的证明可得, X−H = XYH−Y .

由于 XY ⊥ HZ , 故 H−Z
X−Y 是纯虚数. 因此

0 =
H − Z
X − Y

+

Å
H − Z
X − Y

ã
=
H − Z
X − Y

+
H − Z
1
X
− 1

Y

=
H − Z −XYH +XY Z

X − Y
.

因此, H − Z −XYH +XY Z = 0. 联立两式, 解得

H =
1

2

(
X + Y + Z −XY Z

)
.

引理 3 证毕.

原命题的证明. 以4ABC 的外接圆圆心为原点, 半径为单位长, ∠AOC 内

一方向为实轴正方向建立复平面. 有 0 < argA < argB < argC < 2π. 设复

数 a, b, c满足

a2 = A, b2 = B, c2 = C, 0 < arg a < arg c < π < arg b < 2π.

有 |a| = |b| = |c| = |P | = |Q| = 1. 故

a =
1

a
, b =

1

b
, c =

1

c
, P =

1

P
,Q =

1

Q
. (?)

由引理 1, I = −ab− bc− ca. 故由引理 2,

D =
1

2

(
B + C + I −BCI

)
=

1

2

Å
b2 + c2 − ab− bc− ca+ b2c2

Å
1

a
+

1

b
+

1

c

ãã
=

1

2

Å
b2 + c2 − ab− ac+ b2c

a
+
bc2

a

ã
.

同理,

E =
1

2

Å
a2 + c2 − ab− bc+ a2c

b
+
ac2

b

ã
, F =

1

2

Å
a2 + b2 − ab− ac+ a2b

c
+
ab2

c

ã
.

因此,

E − F =
1

2

Å
c2 − b2 − ab+ ac+

a2c

b
− a2b

c
+
ac2

b
− ab2

c

ã
=
(c− b) (c+ b) (a+ b) (a+ c)

2bc
.

由于 P, F,E 共线, 有 P−E
E−F ∈ R. 因此 P−E

E−F =
Ä
P−E
E−F

ä
, 代入 P,E,E − F , 并注意
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到 (?)式,

P − 1
2
(a2 + c2 − ab− bc+ a2c

b
+ ac2

b
)

(c−b)(c+b)(a+b)(a+c)
2bc

=
1
P
− 1

2
( 1
a2

+ 1
c2
− 1

ab
− 1

bc
+ b

a2c
+ b

ac2
)

− (c−b)(c+b)(a+b)(a+c)
2a2b2c2

.

所以

P−1

2

Å
a2 + c2 − ab− bc+ a2c

b
+
ac2

b

ã
+
a2bc

P
=

1

2

Å
b

c
+
a2b

c
− ac− a2 + b2 +

ab2

c

ã
.

因此

P 2 − 1

2bc

(
a2
(
b2 + c2

)
+ a

(
b3 − b2c− bc2 + c3

)
+ bc

(
b2 + c2

))
P + a2bc = 0.

因此,

(P −D) (P − I)

=

Å
P − 1

2

Å
b2 + c2 − ab− ac+ b2c

a
+
bc2

a

ãã
(P + ab+ bc+ ca)

= P 2 − 1

2

Å
b2 + c2 − 3ab− 3ac− 2bc+

b2c

a
+
bc2

a

ã
P

− 1

2
(ab+ bc+ ca)

Å
b2 + c2 − ab− ac+ b2c

a
+
bc2

a

ã
=

1

2bc

(
a2
(
b2 + c2

)
+ a

(
b3 − b2c− bc2 + c3

)
+ bc

(
b2 + c2

))
P − a2bc

− 1

2

Å
b2 + c2 − 3ab− 3ac− 2bc+

b2c

a
+
bc2

a

ã
P

− 1

2
(ab+ bc+ ca)

Å
b2 + c2 − ab− ac+ b2c

a
+
bc2

a

ã
=
ab2 + ac2 + b2c+ bc2

2abc

((
a2 + ab+ ac− bc

)
P +

(
a2 − ab− ac− bc

)
bc
)
.

同理,

(Q−D) (Q− I)

=
ab2 + ac2 + b2c+ bc2

2abc

((
a2 + ab+ ac− bc

)
Q+

(
a2 − ab− ac− bc

)
bc
)
.

故
(P −D) (P − I) (Q− A)
(Q−D) (Q− I) (P − A)

=
((a2 + ab+ ac− bc)P + (a2 − ab− ac− bc) bc) (Q− a2)
((a2 + ab+ ac− bc)Q+ (a2 − ab− ac− bc) bc) (P − a2)

,

注意到 (?)式, 以及−a2bc(a2 + ab+ ac− bc) = a2− ab− ac− bc , 从而容易验证

上式与其共轭相等. 因此 (P−D)(P−I)(Q−A)
(Q−D)(Q−I)(P−A) ∈ R. 故

arg
A− P
D − P

+ arg
D −Q
A−Q

= arg
P − I
Q− I

,

即有 ∠DPA+ ∠AQD = ∠QIP . 证毕. �
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G 7. 锐角不等边三角形 ABC 的内切圆为 ω , 其圆心为 I. ω 分别与三

边 BC , CA , AB 切于点 D,E, F . 过 D 垂直 EF 的直线与 ω 再次交于 R. 直

线 AR再次交 ω于 P . 4PCE和4PBF 的外接圆再次交于 Q. 证明: 直线DI

和 PQ的交点在角 BAC 的外角平分线上.

P

A

CB

F

E

D

R

Q
I

解 1.本解答中, 复平面上的点与其所对应复数用同一字母表示, 单位圆指

圆 |Z| = 1. 我们先证明复数法的几个基本结论.

引理 1. X 是复平面单位圆上的点, T 是复平面上不在X处切线上的一点．

则直线 XT 与单位圆的非 X 的交点为

Y =
T −X
1−XT

.

引理 1 的证明. 由 G6 引理 1 的证明, X − T = XY T −X , 即解得上式.

引理 2 证毕.

引理 2. X, Y 是复平面单位圆上的两点. 则单位圆的过它们的切线的交点

为

T =
2XY

X + Y
.
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引理 2 的证明. 由 XO ⊥ XT , 有 T−X
X
为纯虚数. 故

0 =
T −X
X

+

Å
T −X
X

ã
=
T −X
X

+
T − 1

X
1
X

=
T −X
X

+XT − 1.

因此 X2T + T = 2X. 同理, Y 2T + T = 2Y . 两式联立, 解得

T =
2XY

X + Y
.

引理 3 证毕.

注. 事实上, 这是 G6 引理 1中 W = X , Y = Z 的特殊情况.

引理 3. WX,Y Z是复平面单位圆上的两条互相垂直的弦. 则WX+Y Z =

0.

引理 3 的证明. W−X
Y−Z 为纯虚数. 故

0 =
W −X
Y − Z

+

Å
W −X
Y − Z

ã
=
W −X
Y − Z

+
Y Z (X −W )

WX (Z − Y )
=

(X −W )

WX (Z − Y )
(WX + Y Z) .

即有WX + Y Z = 0. 引理 4 证毕.

引理 4. a ∈ C∗ , b ∈ R. 则满足 aZ + aZ + b = 0的点在一条直线上.

引理 4 的证明. 取 Z0 = − b
2a

, 有 aZ0 + aZ0 + b = 0. 与原方程相减, 同时

除以 iaa , 得
Z − Z0

ia
=

Å
Z − Z0

ia

ã
,即

Z − Z0

ia
∈ R.

故对于原方程上任意一点 Z , ZZ0 ‖ OX , 在同一条直线上, 其中 X = ia. 引理

5 证毕.

原命题的证明. 以 ω 的圆心为原点, 半径为单位长建立复平面. 有 |D| =

|E| = |F | = |P | = 1. 故

D =
1

D
,E =

1

E
,F =

1

F
, P =

1

P
. (?)

由引理 3 和引理 4, 有

R = −EF
D

,A =
2EF

E + F
,B =

2DF

D + F
,C =

2DE

D + E
.

故由引理 2,

P =
A−R
1− AR

=
EF (2D + E + F )

DE +DF + 2EF
.

由于 P,E,C,Q共圆, 故由 G2 的引理 2, (Q−P )(C−E)
(Q−C)(P−E)

∈ R. 由于 IE ⊥ CE ,

E
C−E 是纯虚数. 因此 (Q−P )E

(Q−C)(P−E)
是纯虚数. 代入 C , 并注意到 (?)式,

0 =
(Q− P )E

(Q− C) (P − E)
+

Å
(Q− P )E

(Q− C) (P − E)

ã
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=
(Q− P )EÄ

Q− 2DE
D+E

ä
(P − E)

+

(
Q− 1

P

)
1
EÄ

Q− 2
D+E

ä
E−P
EP

.

消去 E − P , 并代入 P , 整理得

E

Å
Q− EF (2D + E + F )

DE +DF + 2EF

ãÅ
Q− 2

D + E

ã
=

Å
Q− 2DE

D + E

ãÅ
EF (2D + E + F )

DE +DF + 2EF
Q− 1

ã
. (??)

通分移项, 按 Q整理, 得到

E (D + F ) (D + E) (F − E)QQ+ (E −D) (DE +DF + 2EF )Q

+ E2F (E −D) (E + F + 2D)Q+ 2E (E + F )
(
D2 − EF

)
= 0.

记上式左边为 f(Q). 从 (??)式容易看出 f(P ) = 0. 同理, 若记

g (Q) =F (D + F ) (D + E) (E − F )QQ+ (F −D) (DE +DF + 2EF )Q

+ EF 2 (F −D) (E + F + 2D)Q+ 2F (E + F )
(
D2 − EF

)
,

则有 g(P ) = g(Q) = 0. 记

h (Z) =Ef (Z) + Fg (Z)

= (DE +DF − 2EF ) (DE +DF + 2EF )Z

− E2F 2 (E + F − 2D) (E + F + 2D)Z + 4EF (E + F )
(
EF −D2

)
.

注意到
(DE +DF − 2EF ) (DE +DF + 2EF )

4EF (E + F ) (EF −D2)

=

Å−E2F 2 (E + F − 2D) (E + F + 2D)

4EF (E + F ) (EF −D2)

ã
,

故由引理 5, 满足 h (Z) = 0的点在一条直线上. 而 h (P ) = h (Q) = 0. 故这条直

线即直线 PQ.

记过A且垂直于AI的直线与直线DI的交点为X ,由D, I,X共线,有 X
D
∈

R. 故
X

D
=

Å
X

D

ã
= DX.

由 AX ⊥ AI , 有 X−A
A
为纯虚数. 故

0 =
X − A
A

+

Å
X − A
A

ã
=
X

A
+
X

A
− 2 =

E + F

2EF
X +

E + F

2
X − 2

=
E + F

2EF
X +

E + F

2

X

D2
− 2 =

(E + F ) (EF +D2)

2EFD2
X − 2.
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故

X =
4EFD2

(E + F ) (EF +D2)
.

所以

h (X) = (DE +DF − 2EF ) (DE +DF + 2EF )
4EFD2

(E + F ) (EF +D2)

− E2F 2 (E + F − 2D) (E + F + 2D)
4EF

(E + F ) (EF +D2)

+ 4EF (E + F )
(
EF −D2

)
=

4EF

(E + F ) (EF +D2)

Å
D2
Ä
D2 (E + F )2 − 4E2F 2

ä
− E2F 2

Ä
(E + F )2 − 4D2

äã
+ 4EF (E + F )

(
EF −D2

)
=

4EF

(E + F ) (EF +D2)

Ä
D4 (E + F )2 − E2F 2 (E + F )2

ä
+ 4EF (E + F )

(
EF −D2

)
= 0.

故 X 在直线 PQ上. �

解 2.设直线 DI 与过 A且垂直于 AI 的直线交点为 X , 与 ω再次交于 K ;

XP,AD分别与 ω再次交于 U, V , 直线 UE与圆 PCE再次交于 L. 我们先证明

两个结论.

结论 1. UV ‖ EF .

结论 1 的证明. 由 KR ⊥ AD , AD ⊥ EF , EF ⊥ AI , AI ⊥ AX ,

有 KR ‖ AX. 因此 ∠AXD = ∠RKD = 180◦ − ∠APD , 从而 A,X, P,D共圆.

因此 ∠AXP = ∠ADP = ∠V UP . 故 UV ‖ AX ‖ EF . 结论 1 证毕.

结论 2. 4LUP ∼ 4CEP .

结论 2 的证明. ∠ULP = ∠ECP , ∠LUP = ∠CEP . 结论 2 证毕.

原命题的证明. 我们只需证明 U 在圆 PCE 和圆 PBF 的根轴上. 由结论

2, U 关于圆 PCE 的幂为

UE · UL = UE · CE · PU
PE

=
UE · CE · PU

PE
.

同理, U 关于圆 PBF 的幂为 UF ·BF ·PU
PF

.因此我们只需证明

UE · CE
PE

=
UF ·BF
PF

. (?)
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而
CE

BF
=
r/ tan C

2

r/ tan B
2

=
tan B

2

tan C
2

,

其中 r为 ω半径; 由 EDFV 调和及结论 1,

UE

UF
=
V F

V E
=
DF

DE
=

sin∠DEF
sin∠DFE

=
cos B

2

cos C
2

;

由 REPF 调和,

PF

PE
=
RF

RE
=

sin∠FDR
sin∠EDR

=
cos∠DEF
cos∠DFE

=
sin B

2

sin C
2

.

故 (?)式成立. �

P

X

A

CB

F

E

D

R
V

K

I

U

L

解 3.设直线 DI 与过 A且垂直于 AI 的直线交点为 X , 与 ω再次交于 K ;

AI 交 EF 于 J , DJ 的延长线交圆 I 于 U . 我们依次证明以下几个结论.

结论 1. P, J,K 共线.

结论 1 的证明. 由AJ ·AI = AF 2 = AR ·AP ,有R, J, I, P 共圆. IR = IP

, 故 ÎP = ÎR. 因此 ∠IJP = ∠AJR. 由KR ⊥ RD , RD ⊥ EF , 有 EF ⊥ AI.

故KR ⊥ AI. 因此 ∠AJK = ∠AJR = ∠IJP . 因此 P, J,K 共线.

结论 2. P,U,X 共线.

结论 2 的证明. 由 AX ⊥ AI , 有 AX 是 J 关于圆 I 的极线. 而DU,PK 为

过 J 的圆 I 的两割线, 故直线 DK,PU 交点在 AX 上, 即为 X. 结论 2 证毕.

结论 3. B, I,Q,C 共圆. 记这个圆为 Γ .
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结论 3 的证明.

∠BQC = ∠BQP + ∠CQP = ∠BFP + ∠CEP = ∠FEP + ∠EFP

= 180◦ − ∠FPE = 180◦ − ∠FDE = 90◦ +
A

2
= ∠BIC.

结论 3 证毕.

结论 4. 设直线 PQ交 Γ 于 S , IS ‖ KP .

结论 4 的证明. ∠BIS = ∠BQS = ∠BFP = ∠FKP . 又由 BI ⊥ FD ,

FK ⊥ FD , 有 BI ‖ FK. 因此 IS ‖ KP . 结论 4 证毕.

结论 5. U, I,D, S 共圆.

结论 5 的证明. 设 UD交 IS于M , BI 交 FD于 Y , CI 交DE于 Z (未

标出). 由结论 4, 结合 I 为 DK 中点, 有 IM 为4DKJ 的中位线. 故M 为 DJ

中点. 因此 M 在 4DEF 中位线 Y Z 上. 而 Y 为 ω, Γ , 圆 BFID 的根心, Z

为 ω, Γ ,圆CEID的根心. 故 Y Z是 ω和 Γ 的根轴. 因此MU ·MD =MI ·MS.

故 U, I,D, S 共圆. 结论 5 证毕.

原命题的证明. 由结论 4 和结论 5, ∠DUS = ∠DIS = ∠DKP = ∠DUP .

故 P,U, S 共线. 因此 X,U,Q, P, S 共线. �

P

X
A

CB

F

E

D

R

Q

I

K

S

J

U

MY
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解 4. 作4ABC 的外接圆圆 O. 设M,N 分别为 B̆AC, B̃C 中点. 延长 NI

, 交圆 O于 T , 交4BIC 的外接圆圆M 于 S. 由MT ⊥ IS , 有 T 是 IS 中点.

我们依次证明以下几个结论.

结论 1. Q在圆M 上. 即解答 2 结论 3.

结论 2. A,F,E, I, R, P 与 N,B,C,M, I, S 相似.

结论 2 的证明. 由 ∠FAE = ∠BNC , AF = AE , NB = NC , 4AFE ∼

4NBC. 由 AF ⊥ FI , AE ⊥ EI , NB ⊥ BM , NC ⊥ CM , 故 N,M

在相似的对应位置. ∠FER = ∠FDR = 90◦ − ∠DFE = C
2
= ∠BCI , 同理,

∠EFR = ∠CBI. 因此 4FRE ∼ 4BIC , 即 R, I 在相似的对应位置. 而 P

是 AR延长线与圆 I 的交点, S 是 NI 延长线与圆M 的交点. 故 P, S 在相似

的对应位置. 结论 2 证毕.

结论 3. T 在直线 ARP 上.

结论 3的证明. 由结论 2, ∠FAR = ∠BNI = ∠BNT = ∠BAT ,即A,R, T

共线. 结论 3 证毕.

结论 4. S, P,Q共线.

结论 4 的证明. 由结论 2, ∠SQB = 180◦ − ∠NIB = 180◦ − ∠ARF =

∠FRP = ∠BFP = ∠BQP , 即 S, P,Q共线. 结论 4 证毕.

结论 5. IT 平分 ∠PID.

结论 5 的证明. 由结论 2, ∠PID = ∠FIP − ∠FID = 2∠FRP −

(180◦ −B) = 2∠BIT − 2∠BID = 2∠DIT . 结论 5 证毕.

原命题的证明. 延长 PQ交 AN 于 X. 由 ID ‖ MN , 我们只需证明 XI ‖

MN . 而

AX

XN
=
AP sin∠APX/ sin∠AXP
NS sin∠NSX/ sin∠NXS

=
AP sin∠APX
NS sin∠NSX

=
AP sin∠TPS
NS sin∠TSP

=
AP

NS
· TS
TP

=
PR

SI
·

1
2
SI

TP
=

PR

2TP
=

1

2
· IP sin∠PIR/ sin∠PRI
IP sin∠PIT/ sin∠PTI

=
1

2
· sin∠PIR sin∠PTI
sin∠PIT sin∠PRI

=
1

2
· sin∠SMI sin∠ATI
sin∠DIT sin∠MIS

=
1

2
· sin (180

◦ − 2∠MIS) sin∠ATI
sin∠TNM sin∠MIS

= cos∠MIS · sin∠ATI
sin∠TAI

= cos∠MIT · AI
TI

=
AI

IM
,

即得 XI ‖MN . �
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M

T

S

N

注. 这个题如果结论掌握的多, 可以纯几何做出, 但笔者比较倾向于复数计

算.

G 8.令 L为平面上所有直线的集合. 设 f 是一个映射, 它将每条直线 ` ∈ L

映到 ` 上的一个点 f (`) , 且对任意点 X 和过点 X 的三条直线 `1, `2, `3 , 四

点 f (`1) , f (`2) , f (`3) ,X 共圆. 证明: 存在唯一的点 P , 使得对于任意过 P 的

直线 ` , f (`) = P .

解答. 若平面上的 P, P ′ 满足条件, 则 P = f (PP ′) = P ′. 因此至多一个满

足条件的 P . 下面证明满足条件的 P 的存在性. 先证明以下两个结论.

结论 1. 对每个点 Z , 存在一个过该点的圆, 使得对于任意过该点的直线

在 f 下的像在圆上. 称这个圆为该点的伴随圆, 记为 cZ .

结论 1 的证明. 对于任意一个点 Z , 考虑过 Z 的所有直线在 f 下的像构

成的集合H , 若H除了 Z 外有至多一个点, 则显然 Z 的伴随圆存在. 否则取H
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中非 Z 的两点 X, Y . 由条件, H中任一点与 X, Y, Z 共圆. 于是过 X, Y, Z 的圆

是 Z 的伴随圆. 结论 1 证毕.

结论 2. 对于任意两个不同的点, 它们的伴随圆有一个交点在它们的所连

直线上.

结论 2 的证明. 考虑两个点连线在 f 下的像, 它在两个点连线上, 也在两

个伴随圆上. 结论 2 证毕.

原命题存在性的证明. 我们用两种方法证明.

方法 1. 对平面上的点X, Y , 记 s (X, Y )为 cX , cY 非 f (XY )的交点 (若两

圆相切则令 s (X, Y ) = f (XY ) ). 由Miquel定理容易得到下面的结论 3.

结论 3. 对不共线的三点 X, Y, Z , 若 f (X, Y ) 6= X, Y , f (Y, Z) 6= Y, Z ,

f (Z,X) 6= Z,X , 则 s (X, Y ) = s (Y, Z) = s (Z,X).

X

Y Z

cX

cY

cZ

对直线 ` ∈ L , 取其上不同的六点 Y1, · · · , Y6. 取不在 ` 和任一 cYi 上的

点 X. 不妨设 Y1, · · · , Y4 不在 cX 上. 由结论 3, 对任意 1 6 i < j 6 4 ,

s (Yi, Yj) , s (X, Yi)相同, 记为点 O.

对过 O的点 `′ , 若 `′ = ` , 由 f (`′)在 `, cY1 , cY2 上, 有 f (`′) = O. 若 `′ 6= `

, 对 `′ 上的非 O 且不在任一 cYi 和 ` 上的任意一点 X ′ (这样的点有无穷多个),

不妨 Y1, Y2 不在 cX′ 上. 对 X ′, Y1, Y2 由结论 3, s (X ′, Y1) = O. 故 O在 cX′ 上.

而 f (`′)在 cX′ 和 `′ 上, 故 f (`′) = O或 X ′. 由 X ′ 的任意性, f (`′) = O. 故 O

满足条件. �

方法 2. 反设过任一点 U 都存在一条直线, 使其在 f 下的像不是 U . 任取

一点 A , 设过 A的直线 `T 使 f(`T ) = T 6= A. 在 lT 上取一点 B 6= T . 由结论 2,

cA, cB 均过 T . 设两圆另一交点为 P (若两圆相切则令 P = T ).

假设存在过 P 且不过 A,B 的直线 ` , 使 f(`) = Q 6= P . 记 K 为 ` 上满

足X 6= P,Q,A,B ,且XA不与 cA相切, XB不与 cB相切的点X的集合. K为
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无限集. 对X ∈ K ,设XA与 cA再次交于A1 , XB与再次 cB交于B1. 对A,X

由结论 2, cX 过 A1 或 A ; 对 B,X 由结论 2, cX 过 B1 或 B. 又由伴随圆的定

义, cX 过 Q,X. 下分四种情况讨论, 以 ]表示有向角.

情况一: cX 过 Q,X,A,B. 则 X 在圆 QAB 的圆上, 只有至多一个 X ∈ K

满足.

情况二: cX 过 Q,X,A1, B1 共圆. 则 ]XA1P = ]AA1P = ]ATP =

]BTP = ]BB1P = ]XB1P . 因此 P,X,A1, B1 共圆. 矛盾! 故没有满足条件

的 X.

情况三: cX 过 Q,X,A1, B 共圆. 则 ]AA1B = ]XA1B = ]XQB 是定角.

故 A1在过 A,B的一定圆上. 故 A1为定点. 因此只有至多一个 X ∈ K满足.

情况四: cX 过 Q,X,B1, A共圆. 与情况三同理, 只有至多一个 X ∈ K满

足.

综上, 只有有限个 X ∈ K. 矛盾! 故对于任意的过 P 且不过 A,B 的直线 `,

f(`) = P .

取 `T 上一点 C 6= A,B, T , 由结论 2, 有 cC 过 T . 由上, f(CP ) = P . 故 cC

过 P . 对点 A,C 作上面的讨论, 同理知 f(BP ) = P ; 对点 B,C 同作上面的讨

论, 同理知 f(AP ) = P . 因此对任意过 P 的直线 `, f(`) = P . 矛盾! 故存在满

足条件的点 P . �

`T

A

X

B

`

C

T P

A1

B1

Q

注. 非常非常有新意的题目.

III.数论
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N 1.求所有正整数对 (m,n)满足

(2n − 20)(2n − 21)(2n − 22) . . . (2n − 2n−1) = m!

解. 对 n ≤ 5 逐一验证, 得到解 (m,n) = (1, 1), (3, 2). 若 n ≥ 6, 那么就

有 v2(m!) = n(n−1)
2

.

而我们有

v2(m!) =
∞∑
k=1

⌊m
2k

⌋
≤

∞∑
k=1

m

2k
= m.

于是m ≥ n(n−1)
2

. 进而

m! ≥
Å
n(n− 1)

2

ã
! ≥ 7! · 8

n(n−1)
2
−7 ≥ 2

3
2
(n2−n−6).

这里我们用到了 7! > 212. 但由等式, m! < 2n
2
. 所以

3

2
(n2 − n− 6) < n2 =⇒ (n− 6)(n+ 3) < 0 =⇒ n < 6.

矛盾. 故全体解为 (m,n) = (1, 1), (3, 2). �

注. 考察 2的幂次是直接的. 也可以考察 3的幂次. 考察别的素数幂次或许

也可以做, 方法应该不少.

N 2.求所有的正整数组 (a, b, c)使得 a3 + b3 + c3 = (abc)2.

解 1.不妨设 a ≥ b ≥ c. 把等式写成

a2(b2c2 − a) = b3 + c3.

如果 b2c2 − a ≥ 2b, 就有

a2(b2c2 − a) ≥ 2b3 ≥ b3 + c3.

由此推出 a = b = c, 因此 b3 = 3, 不可能. 所以 b2c2 − a < 2b. 由此得到

2b3 ≥ b3 + c3 ≥ a2 > (b2c2 − 2b)2 =⇒ 2b ≥ (bc2 − 2)2.

这里我们用到了 b2c2 − 2b ≥ 0, 否则 b = c = 1, a3 + 2 = a2无整数解.

于是 bc2 − 2 ≤ 2b, 如果 c ≥ 2, 就有 2b ≤ 2, b ≤ 1, 矛盾. 所以 c = 1. 那么

有

2b ≥ (b− 2)2 =⇒ b ≤ 3.

分别可以得到 b = 1时, a3 + 2 = a2 无整数解. 当 b = 2时, a3 + 9 = 4a2, 得

到 a = 3. 而 b = 3时, a3 + 28 = 9a2, 得到 a = 2, 与 a ≥ b相矛盾.
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综上, 全体解为 (1, 2, 3)的任意排列. �

解 2.仍设 a ≥ b ≥ c. 有

a2b2c2 = a3 + b3 + c3 ≤ 3a3 =⇒ 3a ≥ b2c2.

那么由于 a2 | a2b2c2 = a3 + b3 + c3, 得到 b3 + c3 ≥ a2. 于是有 18b3 ≥ 9b3 +9c3 ≥

b4c4. 即 c4b ≤ 18 =⇒ c5 ≤ 18. 所以 c = 1, 9b3 + 9 ≥ b4. 推出 b ≤ 9. 此外,

b3 + 1还要被大于 b的一个整数的平方整除. 经过验算, 在 3 ≤ b ≤ 9的范围内

没有这样的数. 于是只有解 (1, 2, 3)及其排列. �

注. b3 + 1 = (b+ 1)(b2 − b+ 1)可以帮助分解质因数. 运算量已经在可以接

受的范围. 也可以进一步缩小 b的范围.

N 3. 对一个整数集合 S, 如果对任意正整数 n 和 a0, a1, . . . , an ∈ S, 多项

式 a0 + a1x+ · · ·+ anx
n的整数根也都在 S中, 那我们称 S为根深蒂固的. 求所

有的根深蒂固的整数集 S, 满足 S 包含全体形如 2a − 2b的数( a, b是正整数).

解.显然 S = Z是成立的. 下面证明是 S 唯一的.

首先, 因为 2,−2 ∈ S, 所以 2x − 2 = 0的根 1 ∈ S. 也有 0 ∈ S. 若 n ∈ S,

那么 x+ n = 0的根 −n ∈ S. 所以只要证明自然数都在 S 中即可.

现在假设 0, 1, . . . , n − 1 ∈ S. n ≥ 3. 设 n = 2kt, k是一个自然数, t是一

个奇数. 那么由欧拉定理, 就有

t | 2ϕ(t) − 1 =⇒ 2kt | 2k+1+ϕ(t) − 2k+1 ∈ S.

所以存在正整数 N ∈ S 使得 n | N . 我们把 N 写成 n进制表示. 即

N = arn
r + ar−1n

r−1 + · · ·+ a1n+ a0 (ar 6= 0).

那么 n | N 表明 a0 = 0. 而 −N ∈ S, 所以下面关于 x的方程的系数都在 S 中

arx
r + ar−1x

r−1 + · · ·+ a1x−N = 0.

它有解 x = n, 所以 n ∈ S. 命题对 n成立. 由归纳原理知, S = Z. �

注. 这里构造被 n整除的数时用到了 2k+1+ϕ(t)− 2k+1, 一个常见的小错误是

利用了 2k+ϕ(t) − 2k, 但 k = 0时就不满足题目条件中所要求的正整数了.

N 4. 令 Z>0 表示全体正整数的集合. 给定一个正整数常数 C, 求所有函

数 f : Z>0 → Z>0满足

a+ f(b) | a2 + bf(a)
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对任意满足 a+ b > C 的正整数 a, b成立.

解 1.对任意素数 p, 取 a ≡ −f(p) (mod p), a + p > C. 则 p | a + f(p), 由

条件, p | a2 + pf(a). 故 p | a, p | f(p).

对素数 p > 0, 1 + f(p) | 1 + pf(1), 因此 f(p) ≤ pf(1), 存在 1 ≤ kp ≤ f(1),

满足 f(p) = kpp, 由素数有无穷多, 存在 1 ≤ k ≤ f(1), 对无穷多个素数 p,

有 f(p) = kp.

对任意正整数 a,存在素数 p,满足 f(p) = kp, p > max {C − a, a, |f(a)− ak|}.

由 a+kp | a2+pf(a)知 a+kp | pf(a)−akp,进而 a+kp | f(a)−ak,故 f(a) = ak.

检验满足条件, 所求函数为 f(x) = kx, 这里的 k是一个正整数, 不依赖于 x. �

解 2.在条件中取 a = 1. 由Dirichlet定理知, 存在无穷个正整数 b > c − 1

满足 1 + f(1)b 是素数. 那么由 1 + f(b) | 1 + bf(1) 知 1 + f(b) = 1 + bf(1),

即 f(b) = bf(1).

在条件中固定 a, 存在无穷个 b > c− a, 满足 f(b) = bf(1), 代入条件知

a+ bf(1) | a2 + bf(a),

=⇒ a+ bf(1) | (a2 + bf(a))f(1)− f(a)(a+ bf(1)) = a(af(1)− f(a)).

由于 bf(1)可以任意大, 所以只能有 af(1)− f(a) = 0. 所以 f(a) = af(1). �

注. 常见手法: 让整除式左端或者右端为质数.

N 5.给定正整数 a.如果对正整数 b,对任意满足 an ≥ b的正整数 n,
(
an
b

)
− 1

恒被 an + 1整除,那我们称 b为 a –好的.若正整数 b是 a –好的,且 b + 2不是 a

–好的,证明: b+ 1是质数.

解 1.第一步, 我们证明 b是偶数.

取奇素数 q > b, q - a,取 n满足 q | an+ 1, an > b.则

0 ≡
Ç
an

b

å
− 1 =

(an)(an− 1) . . . (an− b+ 1)

b!
− 1 ≡ (−1)b − 1 (mod q)

因此 b是偶数.

第二步, 证明对任意素数 p ≤ b有 p | a.

如果存在 p ≤ b, p - a,设 b < pα,存在 n满足 an + 1 ≡ p (mod pα), an > b.

因此 an 在 p 进制下的倒数第二位到倒数第 α 位是 0,由 p ≤ b < pα,知 b 的 p

进制表示下倒数第二位到倒数第 α 位有至少一位非 0,由Lucas定理,
(
an
b

)
≡ 0

(mod p), 与 p | an+ 1, an+ 1 |
(
an
b

)
− 1相矛盾.
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第三步, 证明存在素数 p ≤ b+ 2有 p - a.

用反证法, 如果任意素数 p ≤ b + 2有 p | a.取 an ≥ b + 2,满足
(
an
b+2

)
− 1不

被 an+ 1整除,取 an+ 1的任意素因子 q,有 q > b+ 2,设 qβ ‖ an+ 1,由
(
an
b

)
− 1

被 an+ 1整除,故Ç
an

b+ 2

å
− 1 =

Ç
an

b

å
((an+ 1)− (b+ 1))((an+ 1)− (b+ 2))

(b+ 2)(b+ 1)
− 1 (mod qβ)

≡ 1× 1− 1 ≡ 0. (mod qβ)

因此,
(
an
b+2

)
− 1被 an+ 1整除,矛盾.

结合以上三步, b是偶数且存在素数 b < p ≤ b+ 2, 故 p = b+ 1是素数. 证

毕. �

注. 第一步是比较好想,也比较好证明的, 第三步比较 b, b+2的差异经过尝

试是可以发现的, 笔者做这道题时最后才发现第二步, 虽然第二步很短, 但很有

思维难度.

解 2. 我们保留上一个解答中第一步和第三步. 对于第二步我们提出一个略

有不同的处理方案.

第二步, 证明对任意素数 p ≤ b有 p | a.

如果存在 p ≤ b, p - a. 设 pα ‖ b!, 存在 n 满足 an + 1 ≡ p (mod pα+1),

an > b. 那么Ç
an

b

å
=
an(an− 1)(an− 2) . . . (an− p+ 1) . . . (an− b+ 1)

b!
.

上式分子被 pα+1整除, 分母恰好被 pα整除, 所以商被 p整除. 与 p |
(
an
b

)
− 1相

矛盾. �

注. 由之前证明, 可以看出要控制 p的幂次, 从而发现此做法.

N 6. 给定 H = {[i
√
2] : i ∈ Z>0} = {1, 2, 4, 5, 7, . . . }和正整数 n,证明存在

一个常数 C 使得若 A ⊂ {1, 2, . . . , n}且 |A| ≥ C
√
n,那么一定存在 a, b ∈ A满

足 a−b ∈ H (这里 Z>0表示全体正整数的集合, [z]表示不大于 z的最大正整数).

解 1.取 C = 3, 用反证法, 假设存在 A ⊂ {1, 2, . . . , n} , |A| = k ≥ 3
√
n,对任

意 a > b ∈ A, 有 a− b /∈ H. 由 Beatty定理, a− b ∈
¶ö

(2 +
√
2)i
ù
: i ∈ Z>0

©
.

设 A = {a1 < a2 < · · · < ak}, 设

ai+1 − ai = li =
ö
(2 +

√
2)mi

ù
(1 ≤ i ≤ k − 1)
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,并

εi = {(2 +
√
2)mi} = (2 +

√
2)mi − li.

这里的 {·}表示取小数部分.

我们断言 ε1 + ε2 + · · · + εk−1 < 1, 否则取最小的 1 ≤ t ≤ k − 1, 满足 ε1 +

ε2 + · · ·+ εt ≥ 1, 则

ε1 + ε2 + · · ·+ εt ≤ 1 + εt < 2.

记M = m1 +m2 + · · ·+mt,那么

ak+1−a1 = (2+
√
2)M−(ε1 + ε2 + · · ·+ εt) ∈

Ä
(2 +

√
2)M − 2, (2 +

√
2)M − 1

ä
于是

at+1 − a1 ∈
Äö

(2 +
√
2) (M − 1)

ù
,
ö
(2 +

√
2)M
ùä
.

与假设矛盾.

又有

εi =
√
2mi − (li − 2mi) =

2mi
2 − (li − 2mi)

2

√
2mi + (li − 2mi)

≥ 1√
2mi + (li − 2mi)

≥ 1

2
√
2mi

.

故
1

m1

+
1

m2

+ · · ·+ 1

mk−1
≤ 2
√
2.

此外,

(2 +
√
2)(m1 + · · ·+mk−1) = ak − a1 + ε1 + ε2 + · · ·+ εk−1 ≤ n.

进而, 利用柯西不等式得到

(k − 1)2 ≤ (m1 +m2 + · · ·+mk−1)

Å
1

m1

+
1

m2

+ · · ·+ 1

mk−1

ã
≤ (2
√
2− 2)n.

k ≤
√
n+ 1 < 3

√
n.

矛盾. 结论得证. �

解 2. 在这个解答中, 我们将巧妙地绕过Beatty定理的使用, 但实际上得到

的不等式是和解答1相同的.

首先, 对正整数m, m ∈ H 等价于存在 i ∈ Z使得 i
√
2− 1 < m < i

√
2, 进

一步等价于 ß
m√
2

™
> 1− 1√

2
.

仍设 A = {a1 < a2 < · · · < ak}, 由于 A 具有平移不变性, 不妨设 a1 = 0, 则

有 { ai√
2
} ≤ 1− 1√

2
.
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那么对 i < j, 如果 { ai√
2
} > { ai√

2
}, 就有ß

aj − ai√
2

™
= 1−

ß
aj√
2

™
+

ß
ai√
2

™
≥ 1−

Å
1− 1√

2

ã
> 1− 1√

2
.

这就推出 aj − ai ∈ H, 导致矛盾. 所以对 i < j, 都有 { ai√
2
} < { aj√

2
}. 那么就有

0 =

ß
a1√
2

™
<

ß
a2√
2

™
< · · · <

ß
ak√
2

™
≤ 1− 1√

2
.

我们再利用对正整数 d, 设 h = b d√
2
c,ß

d√
2

™
=

d√
2
− h =

d2 − 2h2√
2d+ 2h

≥ 1

2
√
2d
.

所以就有

1− 1√
2
≥

k−1∑
i=1

Åß
ai+1√

2

™
−
ß
ai√
2

™ã
=

k−1∑
i=1

ß
ai+1 − ai√

2

™
≥

k−1∑
i=1

1

2
√
2(ai+1 − ai)

.

即
k−1∑
i=1

1

ai+1 − ai
≤ 2
√
2− 2.

同样我们有
k−1∑
i=1

(ai+1 − ai) = ak − a1 ≤ n.

所以利用柯西不等式,

(k − 1)2 ≤ (2
√
2− 2)n.

下同解答1. �

解 3.我们再介绍一个非常精妙的解答.

我们的目标是这样的: 我们试图构造一个集合 B ⊂ {1, 2, . . . , n}, 使得 B中

元素两两之差在 H 中. 这样的话, 下面的 |A| · |B|个元素

a+ b, a ∈ A, b ∈ B

将两两不同! 否则的话, 设对 b1, b2 ∈ B, b1 < b2以及 a1, a2 ∈ A, 有

a1 + b1 = a2 + b2 =⇒ a1 − a2 = b2 − b1 ∈ H.

这与 A中任两元素之差不在 H 中相矛盾. 于是

{a+ b | a ∈ A, b ∈ B} ⊆ {1, 2, . . . , 2n}.

所以 |A| ≤ 2n
|B| . 下面我们来构造一个这样的 B 使得 |B| ≥ b1

3

√
nc, 就证得了结

果. 我们取 B = {X, 2X, 3X, . . . , kX}, 这里的 k = b1
3

√
nc, 而 X ≤

√
n待定. 那

么只需要 iX ∈ H, i = 1, 2, . . . , k − 1即可.
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我们利用解答2中的观察, m ∈ H ⇐⇒ {−m√
2
} < 1√

2
. 只需要ß−iX√

2

™
<

1√
2
, i = 1, 2, . . . , k − 1.

即可. 为此, 只需要 {−X√
2
} < 1√

2k
⇐⇒ { X√

2
} > 1− 1√

2k
.

事实上,考虑Pell方程 x2−2y2 = −1,其有一列解 (xn, yn),满足递推式 x1 =

1, x2 = 7, xn+2 = 6xn − xn−1. 所以可以取一组正整数 (X, Y )是 x2 − 2y2 = −1

的解, 使得
√
n/6 ≤ X ≤

√
n. 所以

0 >
X√
2
− Y = − 1√

2X + 2Y
> − 1

2
√
2X
≥ − 3√

2n
≥ − 1√

2k
.

这就表明 { X√
2
} > 1− 1√

2k
. 进而结论成立. �

注. 可以看出,对
√
2的有理逼近不会太好,是这个题能成立的关键.三个证

明都或多或少地使用到了这一个性质.

在解答3中,我们稍稍改进一下结果,比如可以让 k = b
√
n/3c,再取

√
3n/6 ≤

X ≤
√
3n, B = {0, X, 2X, . . . , kX}, 可得 |A| ≤ 2

√
3n. 但仍不如前两个解答效

果好.

N 7.证明存在一个常数 c > 0和无穷多个正整数 n满足下列性质: 存在无

穷多个正整数不能表为少于 cn log(n)个两两互素的正整数的 n次方和.

解.我们把题目中的 log看成以2为底的对数 log2. 我们待定一个 c.

对素数 p, 且 ϕ(pα) | n, 那么由欧拉定理, p - x =⇒ xn ≡ 1 (mod pα). 再

注意到 n ≥ α, 有 p | x =⇒ xn ≡ 0 (mod pα).

那么, m 个互质整数的 n 次方和模 pα 余 m 或 m − 1. 我们的计划是找

到N = pαqβ,这里的 p, q是不同素数,且使得 n = lcm(ϕ(pα), ϕ(qβ))为其最小公

倍数.

那么由中国剩余定理, m个两两互素的正整数 n次方和, 模 N 恰好有4种

可能. 再注意 m ≤ cn log n, 于是不超过 cn log n个两两互素的正整数 n次方和,

模 N 至多有 4cn log n种可能.

如果我们能找到一个正数 c, 使得存在无穷对素数幂 pα, qβ 使得

lcm(ϕ(pα), ϕ(qβ)) | n, 且 N = pαqβ > 4cn log n.

能成立, 那么结论就成立了. 之后的构造方案有很多, 我们在这里给出两个.

构造1.

我们知道形如 22
t
+ 1的数的素因子 p都满足 2t+1 | p− 1. 所以我们就取素
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数 p | 22t +1,我们取N = 2tp. 那么 n = p−1. 有 log2 n ≤ 2t. 所以N ≥ n log2 n.

容易看出取 c = 0.001即可对任意的 t成立. 于是成立.

构造2.

我们取 22
t
+ 1 的素因子 p, 再取 22

t+1
+ 1 的素因子 q. 容易证明 p 6= q,

并且 2t | p − 1, 2t | q − 1. 我们取 N = pq. 再取 n = (p−1)(q−1)
2t

. 我们注

意
√
n ≤ q − 1 ≤ 22

t+1
, 所以

N > n · 2t ≥ n(log2
√
n− 1) ≥ 1

2
n(log2 n− 2).

这对 c = 0.001以及 t > 4都是成立的. (这是因为 t > 4时, n ≥ q − 1 ≥ 2t. 所

以 log2 n ≥ 4, log2 n− 2 ≥ 1
2
log2 n.) �

注. 核心是找若干个数的欧拉函数公倍数尽可能小, 结论可以加强, 有兴趣

的同学可以参考预选题官方英文解答.

N 8.对正整数 a, b,证明整数 a2+ d4a2
b
e不是完全平方数.(这里 dze表示不小

于 z的最小正整数.

解 1.我们假设存在正整数 a, b, c满足

a2 +

°
4a2

b

§
= (a+ c)2 ⇐⇒

°
4a2

b

§
= (2a+ c)c.

但我们下面证明关于 (t, k)的方程°
t2

b

§
= (t+ k)k. (1)

是无正整数解的, 这就得到了矛盾(因为 t = 2a, k = c就是一组解).

若不然, 我们取一组 (t0, k0)是 (1)的正整数解, 且 t0最小. 那么

t20
b
> t0k0 + k20 − 1 =⇒ t0(t0 − bk0) > b(k20 − 1) ≥ 0 =⇒ t0 > bk0.

t20
b
≤ t0k0 + k20 =⇒ t0(t0 − bk0) ≤ bk20 < (bk0 + k0)k0 =⇒ t0 < bk0 + k0.

设 t0 = bk0 + r0, r0 < k0是一个正整数. 那么代入

t0k0 + k20 − 1 <
t20
b
≤ t0k0 + k20.

化简得到

k0(k0 − r0)− 1 <
r20
b
≤ k0(k0 − r0).

这表明 °
r20
b

§
= k0(k0 − r0).
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说明 (t, k) = (r0, k0 − r0)是一组 (1)的解, 且使得 t更小, 与 t0最小的假设相矛

盾. �

注. 除了直接对原方程进行无穷递降, 我们也可以转化成二次方程进行无

穷递降. 我们来展示一个这样的解答.

解 2.引理: n ≥ 3, p, q是正整数,若npq−p2−q2 ≥ 0,则npq−p2−q2 ≥ n−2.

引理证明: 设 npq − p2 − q2 = k, 则 p2 + q2 − npq + k = 0, 来证 k ≥ n− 2.

设 (p, q)是上方程的一组解满足 p+ q最小, 不妨设 p ≤ q, 考虑二次方程

q2 − npq + p2 + k = 0.

它有一个解 q1 = q, 设另一个解为 q2. 由韦达定理,

q1 + q2 = np, q1q2 = p2 + k.

因此 q2是正整数, (p, q2)也是一组解, 由最小性 q2 ≥ q1 ≥ p, 因此 (q1 − p)(q2 −

p) ≥ 0, 进而 p2 + k − np2 + p2 ≥ 0, 结合 p2 ≥ 1, 知 k ≥ n− 2.

对原结论, 用反证法. 假设存在正整数 a, b, c满足

a2 +

°
4a2

b

§
= (a+ c)2 ⇐⇒

°
4a2

b

§
= (2a+ c)c.

记 p = 2a+ c, q = c, n = b+ 2 ≥ 3, 那么

(2a+ c)c− 1 <
4a2

b
≤ (2a+ c)c

=⇒ 4a2

(2a+ c)c
≤ b <

4a2

(2a+ c)c− 1
⇐⇒ p2 + q2

pq
≤ n <

p2 + q2 − 2

pq − 1

由左侧不等式, npq−p2−q2 ≥ 0,由引理知 npq−p2−q2 ≥ n−2,也即 (p−q)2 ≤

(n− 2)(pq − 1). 因此

n− p2 + q2

pq
=
npq − p2 − q2

pq
≥ n− 2

pq
≥ (p− q)2

pq(pq − 1)
=
p2 + q2 − 2

pq − 1
− p2 + q2

pq
.

与右侧不等式矛盾. 结论成立. �

注. 我们使用反证法, 随后去掉取整, 分离出自由变量 b, 进行变形可以得

到一个二次不等式,把它转化成二次不定方程,就可以用标准无穷递降解决本问

题.

这里的引理是重要的. 也就是对 0 ≤ r ≤ b− 1, (b+2)pq− p2− q2 = r是没

有正整数解的. 对于二次型 (b+ 2)pq − p2 − q2, 做变量代换 p = a+ c, q = c− a

就得到 bc2 − (b+ 4)a2 = r是无解的. 这进一步等价于

c2 = a2 +
4a2 + r

b
.

对 0 ≤ r ≤ b− 1是无解的, 这就推出了原题是无解的.
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其实我们也可以直接证明 bc2 − (b + 4)a2 = r 是无解的, 方法也是无穷递

降. 该如何进行无穷递降呢? 我们这时候有两个思路. 一个思路是, 我们既然可

以对 p, q进行无穷递降, a = p−q
2
, c = p+q

2
自然也可以无穷递降. 但是这样递降

得到的 a, c可能是半整数, 需要对一些奇偶性的细节进行处理. 另一个思路就是

把它看成Pell方程, 利用Pell方程的根的递降办法来处理, 实际上得到的递降结

果是同一个表达式, 同样要处理奇偶性的细节.

IV.组合

C 1.无穷整数序列 a0, a1, · · · (各项不必互异) 具有以下性质: 对于任意整

数 i ≥ 0, 0 ≤ ai ≤ i, 且对于任意整数 k ≥ 0,Ç
k

a0

å
+

Ç
k

a1

å
+ · · ·+

Ç
k

ak

å
= 2k

证明: 每个整数 N ≥ 0都在该数列中出现 (即对于任意 N ≥ 0, 存在 i ≥ 0使

得 ai = N).

解. 我们先证明一个结论.

结论.对于任意整数m ≥ 0,存在整数 0 ≤ k ≤ m,使得 a0, · · · , am是 0, · · · , k; 0, · · · ,m−

k − 1 (当 k = m时认为是 1, · · · , n ) 的一个排列.

结论的证明. 对 m归纳. m = 0时, 有 a0 = 0. 取 k = 0, 结论成立. 对整

数 n ≥ 0, 假设m = n时结论成立, a0, · · · , an是 0, · · · , k; 0, · · · , n− k − 1的排

列. 则m = n+ 1时, 有
n+1∑
i=0

Ç
n+ 1

ai

å
=

k∑
i=0

Ç
n+ 1

i

å
+

n−k−1∑
i=0

Ç
n+ 1

i

å
+

Ç
n+ 1

an+1

å
=

k∑
i=0

Ç
n+ 1

i

å
+

n∑
i=k+2

Ç
n+ 1

i

å
+

Ç
n+ 1

an+1

å
= 2n+1 −

Ç
n+ 1

k + 1

å
+

Ç
n+ 1

an+1

å
.

故
(
n+1
an+1

)
=
(
n+1
k+1

)
. 因此 an+1 = k + 1或 n − k. 故 a0, · · · , an+1 是 0, · · · , k +

1; 0, · · · , n− k − 1或 0, · · · , k; 0, · · · , n− k的排列, 结论成立. 因此由数学归纳

法, 结论证毕.

原命题的证明. 由结论, 对于任意整数 N ≥ 0, 存在整数 0 ≤ k ≤ 2N , 使

得 a0, · · · , a2N是 0, 1, · · · , k; 0, 1, · · · , 2N−k−1的排列. 而max{k, 2N−k−1} ≥

N . 故 N 在 a0, · · · , a2N 中出现. �
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注. 最自然的想法是想归纳证明 ak = k. 我们找第一个 ak 6= k, 就会发

现 ak = 0. 继续往后探索会发现 ak+1 = 1或 ak+1 = k. 经过这样的探索很容易

发现要证的结论.

C 2. 现有 n 个方块, 其重量均不小于 1, 且和为 2n. 证明: 对于任意满

足 0 ≤ r ≤ 2n − 2的实数 r, 都可以选取一些方块, 使其重量之和不小于 r且不

大于 r + 2.

解. 设方块的重量为 a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ an. 我们先证明一个结论.

结论 1. 对 1 ≤ k ≤ n, a1 + · · ·+ ak−1 + 2 ≥ ak ( k = 1时左边定义为 2 ).

结论 1 的证明. 反设结论不成立, ak > a1 + · · ·+ ak−1 + 2 ≥ k + 1. 则有
n∑
i=0

ai ≥
k−1∑
i=1

1+
n∑
i=k

ak > (k − 1)+(n− k + 1) (k + 1) = 2n+(k − 1) (n− k) ≥ 2n.

矛盾! 结论 1 证毕.

原命题的证明. 我们只需证明下面的结论 2. 其 m = n的情况即蕴含原命

题.

结论 2. 对 0 ≤ m ≤ n和 r ∈
ï
−2,

m∑
i=1

ai

ò
, 存在集合M ⊆ {1, · · · ,m}, 使得∑

i∈M

ai ∈ [r, r + 2] .

其中m = 0时定义上述区间为 [−2, 0], M ⊆ ∅.

结论 2 的证明. 对 m归纳. m = 0时, 取M = ∅, 结论成立. 对正整数 k,

假设 m = k − 1 时结论成立. 下考虑 m = k 时的情况. 当 r ∈
ï
−2,

k−1∑
i=1

ai

ò
时, 由归纳假设, 存在 M ⊆ {1, · · · , k − 1} ⊆ {1, · · · , k} 满足条件. 当 r ∈Å
k−1∑
i=1

ai,
k−1∑
i=1

ai

ò
时, 由结论 1, r − ak ∈

Å
−2,

k−1∑
i=1

ai

ò
. 因此由归纳假设, 存在

集合M ′ ⊆ {1, 2, · · · , k − 1}, 满足∑
i∈M ′

ai ∈ [r − ak, r − ak + 2] .

故取M = M ′ ∪ {k} ⊆ {1, · · · , k}满足条件. 综上, m = k时结论成立. 因此由

归纳法, 结论 2 证毕. �

注. 有著名结论: 对于无穷正整数数列 a1 < a2 < · · · < an < · · · , 每个正整

数都可以表示为数列中若干个数之和, 当且仅当对于任意正整数 k,
k−1∑
i=1

ai + 1 ≥ ak.

仿照这个结论便得到上面的证法.
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C 3.设 n为正整数. 哈里有 n枚硬币在桌上排成一排, 每枚硬币正面或反

面朝上. 他反复地进行如下操作: 若恰有 k 枚硬币正面朝上且 k > 0, 则他将

第 k枚硬币翻面; 否则停止操作. (例如若分别以 H,T 记正面,反面向上, 初始状

态为 THT , 则操作过程为 THT → HHT → HTT → TTT , 共进行了三次操

作.)

对每个初始状态 C (即 n个 H 或 T 组成的序列), 记 `(C)为使其变为全部

变为 T 所需的操作步数. 证明: `(C)有限.并求 C取遍所有 2n个可能的初始状

态时得到的 `(C)的平均值.

解 1.以一种状态下H 的硬币位置序号的集合代表这种状态. `(∅) = 0. 对

状态 C = {a1 < · · · < ak}, 有 k ≤ ak. 设 ai−1 < k ≤ ai, 其中 1 ≤ i ≤ k, 规

定 a0 = 0.

在第一阶段, 令哈里按题意进行所有将 T 翻转为 H 的操作 (若 k = ai则第

一阶段不用操作). 每次翻转后, H 的数量增加 1, 故下一次操作翻转后一枚硬

币. 因此在这个阶段中, 第 k至第 ai − 1枚硬币依次被从 T 翻转为H, 然后第一

阶段结束, 共进行了 (ai − k)次操作, 场上共 ai枚硬币为 H.

在第二阶段, 令哈里按题意进行将 H 翻转为 T 的操作. 每次翻转后, H 的

数量减少 1, 故下一次操作翻转前一枚硬币. 因此在这个阶段中, 第 ai至第 k枚

硬币依次被从 H 翻转为 T . 这时, 共进行了 (ai − k + 1)次操作, 我们令哈里停

止操作.

· · ·T T
k
T · · ·T H

ai
· · · (ai−k)步−−−−−→ · · ·T H

k
H · · ·H H

ai
· · · (ai−k+1)步−−−−−−→ · · ·T T

k
T · · ·T T

ai
· · ·

两阶段共进行了 (2(ai − k) + 1)次操作, 硬币的状态变为了 C \ {ai}. 故

`(C) = `(C \ {ai}) + 2(ai − k) + 1.

因此, 记 i1 = i, 归纳地, 我们有

` (C) = ` (C \ {ai1}) + 2 (ai1 − k) + 1

= ` (C \ {ai1 , ai2}) + 2 (ai1 − k) + 1 + 2 (ai2 − (k − 1)) + 1

= · · ·

= ` (∅) + 2 (ai1 − k) + 1 + 2 (ai2 − (k − 1)) + 1 + · · ·+ 2 (aik − 1) + 1

= 2 (a1 + · · ·+ ak)− k2,

其中, ait ∈ C \ {ai1 , · · · , ait−1}, 即 i1, · · · , ik 为 1, · · · , k的一个排列. 因此 `(C)
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有限, 其均值为

`(C) =
1

2n

∑
C⊆{1,··· ,n}

Ä
S (C)− |C|2

ä
=
n (n+ 1)

2
− 1

2n

n∑
k=0

k2
Ç
n

k

å
=
n (n+ 1)

4
,

其中 S(C)表示 C 的元素之和. �

解 2.以 ρn记所求均值. 考虑 ρn+1与 ρn之间的关系. 将 (n+1)枚硬币时的

初始状态分为数量相等两类.

第一类, 第 (n + 1)枚硬币为 T . 这时第 (n + 1)枚硬币不影响前 n枚硬币

的翻转, 因此该类状态所需步数与去掉最后一枚硬币得到的状态所需步数相同.

故 `(C)的均值为 ρn.

第二类, 第 (n + 1)枚硬币为 H. 这时如果不经过所有硬币均为 H 的状态

(我们称之为状态H )便无法将第 (n+1)枚硬币翻转为 T . 我们称一个该类的状

态X1 · · ·XnH与状态 Y1 · · ·Yn互为共轭,如果Xi 6= Yj,对于任意的 i+j = n+1,

其中 Xk, Yk ∈ {H,T}. 显然共轭关系是该类的所有状态与 n枚硬币的所有状态

之间的一一对应. 对于共轭的两种状态, 其 H 数之和为 n + 1. 因此对它们进

行操作时翻转的硬币的位置序号之和为 n + 1, 从而得到的状态仍然共轭. 故共

轭的状态在进行相同步数后仍然共轭. 因此该类的初始状态达到状态 H 所需的

步数与其共轭状态达到操作结束所需的步数相同. 又从状态 H 达到操作结束恰

用 (n+ 1)步, 因此该类状态的 `(C)的均值为 ρn + (n+ 1).

因此

ρn+1 =
1

2
(ρn + (ρn + n+ 1)) = ρn +

n+ 1

2
.

又 ρ1 =
1
2
, 有 ρn = n(n+1)

4
. 这也表明了 `(C)均有限. �

解 3.设共n枚硬币的状态以等可能出现. 以随机变量 `n记n枚硬币时 `(C)

的值. 所求均值即期望 E`n. 以 AB记以下事件: 首枚硬币为 A (若 A 6= ∗ ) 且末

枚硬币为 B (若 B 6= ∗ ), 其中 A,B代表H,T 或 ∗ (这相当于 ∗代表了H 或 T ).

我们用 E(X|C)表示在事件 C 条件下随机变量 X 的数学期望.

对 C ∈ H∗, 哈里将对后 (n− 1)枚硬币, 如同它们是全部硬币, 按所给规则

翻转, 直到它们都变为 T . 然后将翻转第 1枚硬币结束操作. 因此 E(`n|H∗) =

E`n−1 + 1 ; E(`n|HT ) = E(`n−1| ∗ T ) + 1.

对C ∈ ∗T ,哈里将对前 (n−1)枚硬币,如同它们是全部硬币,按所给规则翻

转, 直到它们都变为 T . 这时操作结束. 因此 E(`n| ∗ T ) = E`n−1 ; E(`n|HT ) =

E(`n−1| ∗ T ) + 1 = E`n−2 + 1.
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对 C ∈ TH, 第 2至 (n− 1)枚硬币将, 如同它们是全部硬币, 按所给规则翻

转, 直到它们都变为 T . 然后将依次翻转第 1, · · · , n, · · · , 1枚硬币, 结束操作. 因

此 E(`n|TH) = E`n−1 + (2n− 1).

由于事件 HH,HT, TH, TT 等可能, 我们有 E(`n|H∗) = 1
2
(E(`n|HH) +

E(`n|HT )). 解得 E(`n|HH) = 2E`n−1 − E`n−2 + 1. 类似地, E(`n|TT ) =

2E`n−1 − E`n−2 − 1. 因此我们有

E`n =
1

4
(E (`n|HH) + E (`n|HT ) + E (`n|TH) + E (`n|TT )) = E`n−1 +

n

2
.

又 E`1 =
1
2
. 故 E`n = n(n+1)

4
. 这也表明了 `(C)均有限. �

注. 本题是19年IMO的考题, 简单找找规律即可.

C 4.在卡美洛城堡的一张平面上, 亚瑟王建造了一个 n堵墙组成的迷宫 L,

其中每堵墙都是无限延伸的直线, 任意两堵墙不平行, 任意三堵墙不共点. 梅林

将每堵墙的一侧完全染红, 另一侧完全染蓝.

每两堵墙相交处会产生四个墙角, 其中两个相对的墙角内侧为一红色墙面

与一蓝色墙面, 一个墙角内侧为两红色墙面, 一个墙角内侧为两蓝色墙面. 在每

个相交处, 内侧为两不同颜色的相对的两墙角之间连通着一扇的可双向通行的

门.

在梅林染色后, 莫甘娜会在迷宫内放置若干骑士. 骑士可以通过门, 但不能

穿过墙体.

令 k(L)为最大的正整数 k, 使得无论梅林如何对 L染色, 莫甘娜总能放置

至少 k名骑士, 使得他们之间两两永远无法相遇. 对每个 n, 求 k(L)的所有可能

值, 其中 L为任一有 n堵墙的迷宫.

解.下面我们证明, k(L)只能取到 n+1. 为此,我们分别证明对于任意的 L,

k(L)以 n+ 1为上界和下界.

下界部分. 以平面上区域为顶点, 两顶点连边当且仅当两个区域间有门, 作

简单图 G(V,E). G的连通分支个数至少为

|V | − |E| =
Å
1

2
n (n+ 1) + 1

ã
− 1

2
n (n− 1) = n+ 1.

因此无论梅林如何染色, 莫甘娜至少可以放置 (n+ 1)名骑士. k(L) ≥ n+ 1

上界部分. 旋转迷宫使任意一堵墙不沿南北向, 显然每堵墙的两面可定义

为南面和北面. 令梅林将每堵墙的北面染为红色, 南面染为蓝色. 下面我们用两

种方法证明如此染色莫甘娜至多放入 (n+ 1)名骑士, 从而得出 k(L) ≤ n+ 1.
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方法 1. 对迷宫中的每个区域, 将其编号为红色面面向该区域的墙的面数,

有 0, · · · , n共 (n+ 1)种编号. 下面我们只需证明编号相同两区域相通. 为此, 我

们先证明一个结论.

结论 1. 同一经线上 (连线为正南北向) 的两点, 所在的区域不同时, 其编

号不同.

结论 1 的证明. 两点所连线段必经过墙, 这些墙蓝色面面向两点中南侧的

那个点, 红色面向另一点. 而其余的墙面向两点的墙面颜色相同. 回忆编号的定

义, 结论 1 证毕.

结论 2. 编号相同两区域相通.

结论 2 的证明. 由结论 1, 两编号相同的区域 (不计边界), 必有一个完全

位于另一个的西侧. 因此我们可以将所有编号相同的区域排成一列 D1, · · · , Ds,

使得 i < j 时, Di 位于 Dj 的西侧. 对区域 Di, 2 ≤ i ≤ s, 由于其完全处

于 D1 的东侧, 故其必含有最西侧的点. 显然该点为两堵墙的交点, 且 Di 位于

其中一堵 l 的北侧和另一堵 m的南侧. 记 l,m相交产生的四个角中, 与 Di 中

的那个角相对的角所在的区域 D. 由染色方法与门的设置, 上述两个角之间有

门相通, 即 Di, D 相通. 而 l 分别以红色,蓝色面向 Di, D, m 分别以蓝色,红色

面向 Di, D, 而其余的每一堵墙面向 Di, D的颜色相同. 因此 Di, D的编号相同.

又 Di 与 D有公共的顶点, 故由序列的定义, D = Di−1. 因此 Di 与 Di−1 相通.

故 D1, · · · , Ds两两相通. 结论 2 证毕. �

4

5
4

3

2

2

3

3
1

1

1 2 3

0 1 2

北

方法 2. 不妨设亚瑟王建造门的方法如下: 对每个交点, 将两侧均为红色的

墙角和两侧均为蓝色的墙角各建成一段足够小的连接两面墙的圆弧, 然后清理

掉两圆弧外两堵墙相交的部分,使另两个墙角得以连通.这样建成的迷宫由若干
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堵新的两两不交的墙 (由小圆弧连接成的折线) 构成, 它们仍然一面完全为红色

一面完全为蓝色, 且均没有端点. 若新的墙自身首尾相连形成闭合的环, 则环的

内侧的所有墙面同色.而考虑环最西端的顶点,它连接的两条边分别以红色和蓝

色为内侧, 矛盾! 因此每堵墙的两端均为无限延申的射线. 考虑迷宫中这样的射

线数, 知新的墙的数量为 n. 因此它们恰将平面分成了 (n+1)个部分. 故莫甘娜

至多可以放入 (n+ 1)名骑士. �

注. 解答的前半部分比较好想, 后半部分构造比较自然, 可以通过试验小的

情况猜出构造方法, 但是证明构造成立很难表述. 也可以采用归纳的方法证明,

可以作一个足够大的包含所有交点的圆以方便说明. 方法 2 由周鼎昌同学给出,

甚是精彩.

C 5.一个社交网络上共 2019名用户, 他们之间若干对用户是好友关系, 其

中好友关系是相互的. 开始时, 有 1010名用户每人有 1009个好友, 另外的 1009

名用户每人有 1010个好友. 但这里的好友关系并不稳固的, 因此下述事件在他

们之中反复发生, 且每次只发生一个: 设用户 A,B,C 满足 A是 B 与 C 的共同

好友, 且 B,C 不是好友; 事件发生后 B,C 成为好友, 但 A与 B,C 均不再是好

友. 证明: 无论最开始的好友关系是怎样的, 总存在一个事件序列使其发生之后

每个用户只有至多一个好友.

解. 以用户为顶点, 两点相连当且仅当他们为好友, 作简单图 G. G的每个

连通分支均有至少 1010个点, 因此 G连通. 记通过 G发生一系列事件可以得到

的边数最小的连通图为 G′.

若G′中有三角形,则考虑G′中阶数最高的完全子图,设其顶点为A1, · · · , An.

由于 G′ 连通且 n 6= 2019, 存在 B 6= A1, · · · , An 使之与某个 Ai 相连. 而 B 必

不与 A1, · · · , An均相连, 因此可设 B与 Aj 不相邻. 这时, 可令 Ai, B,Aj 发生事

件, 得到的新图依然连通, 而边数减少, 矛盾!
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若 G′ 中无三角形, 但存在非Hamilton圈的圈 A1 · · ·An. 由于 G′ 连通, 存

在 B 6= A1, · · · , An 使之与某个 Ai 相连. 由于 G′ 中无三角形, B 与 Ai+1 不相

连, 其中定义 An+1 = A1. 这时, 可令 Ai, B,Ai+1 发生事件, 得到的新图依然连

通, 而边数减少, 矛盾!

若 G′ 中无三角形, 且仅存在Hamilton圈, 则 G′ 没有其他的边. 注意到每次

事件的发生不改变每个顶点的度数的奇偶性, 而 G′ 的每个点度数均为 2, G中

却存在奇数度数的点, 矛盾!

因此 G′ 中没有圈. 记通过 G′ 发生一系列事件可以得到的边数最小的图

为 G′′. 由于事件的发生不会使没有圈的图产生圈, 故 G′′ 没有圈. 若 G′′ 中有度

数大于 1的点 A, 则设其与 B,C 均相连, 并令 A,B,C 发生事件, 得到的图边数

减少, 矛盾! 因此 G′′中的点的度数均不超过 1. �

注. 容易发现当图中存在孤立的 Kn 时, 无法再对 Kn 中的点进行操作. 保

持图的连通性即可避免这种情况的发生.

C 6.设整数 n > 1. 给定平面上 2n个点, 其中任意三点不共线.将这些点按

某种顺序记为 A1, · · · , A2n. 考虑这些点构成的 2n个角

∠A1A2A3, · · · ,∠A2n−2A2n−1A2n,∠A2n−1A2nA1,∠A2nA1A2.

我们记这些角的角度值为其最小正值 (即在 0◦至 180◦之间). 证明: 存在一种对

点的编号方式, 使得对应的 2n个角可以被分为角度之和相等的两组.

A2n−1

A2n

A1

A2

A3

x

y

· · ·

X1 X2

X2n X3

解.本解答中各脚标 mod 2n定义. 在平面上选取 x轴使得 y > 0与 y < 0

两个半平面中各恰有 n个点. 将 y > 0中的点编号为偶数, y < 0中的点编号

为奇数. 对 1 ≤ k ≤ 2n, 记 θk 为直线 Ak−1Ak 在坐标系中的倾斜角, Xk 为线
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段 Ak−1Ak 与 x轴的交点.

0 =
2n∑
k=1

(θk − θk+1) =
2n∑
k=1

±∠XkAkXk+1 =
2n∑
k=1

±∠Ak−1AkAk+1,

按等式右边角度前的符号对角度分组, 移项即得两组角度之和相等. �

注. 想到用向量方向的旋转便是角度的连续加减后比较容易推出, 这需要

所有边的向量 (如果起点与起点相接,终点与终点相接)方向在同一个半平面中,

否则可能转一圈出现 360◦, 这样比较容易得出这种构造. 证明可以用向量叙述,

这里选取了更为简捷的一种叙述方式.

C 7. 在桌子上放置着一排空盒子 B1, B2, · · · , B60 以及无限供应的鹅卵石.

对正整数 n, 甲乙二人进行如下的游戏.

在第一轮, 甲取出 n块鹅卵石并将它们任意分配到 60个盒子中. 接下来的

每个回合都由以下两步组成:

(a) 乙选择一个正整数 k, 满足 1 ≤ k ≤ 59, 并将盒子分成两组: B1, · · · , Bk

和 Bk+1, · · · , B60 ;

(b) 甲选择其中一组, 向其中的每个盒子中都放入一块鹅卵石, 并从另外一组

的每个盒子中取出一块鹅卵石.

若在某个回合结束时, 某个盒子中没有鹅卵石, 则乙获胜. 求最小的 n, 使得

甲能够使乙永远不获胜.

解答. 记初始时 Bk 中石子数为 xk. 以 G记操作(b)中选取含 B60 的一组放

入鹅卵石, 以 L记选取另一组放入. 我们证明一个结论.

结论. 甲可以不败的充分必要条件是, 对于任意的 1 ≤ k1 ≤ 59, 以下两条件

至少有一个成立:

(i) 对于任意的 1 ≤ k ≤ k1, 有 xk ≥ (k1 + 1)− k + 1 ;

(ii) 对于任意的 k1 + 1 ≤ k ≤ 60, 有 xk ≥ k − k1 + 1.

结论充分性的证明. 由对称性, 不妨设条件(ii)成立. 取一空序列M, 每轮

结束后记录两人的操作于M的最后. 当M为空时, 令甲进行操作 L. 当M非

空时, 设M中的最后一轮操作为乙选择 i. 在本轮操作中, 如果乙选择 j ≤ i, 则
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令甲进行操作G, 然后去掉M中最后两轮 (包括本轮)的记录; 否则令甲进行操

作 L. 这样每次去掉的两轮操作的总效果为 Bj+1, · · · , Bi内石子数增加 1 ( j = i

时无效果).因此若按M中的操作进行游戏时乙不会获胜,则按原操作进行游戏

时乙依然不会获胜. 而任意时刻下, 均有

M = (k1, L) , · · · , (ks, L) , 1 ≤ k1 < · · · < ks ≤ 59,

其中 (k, L) 记录一轮中乙选择 k, 甲进行操作 L. M 中全体操作的效果为,

对 k > k1, Bk 减少 i ≤ ki − k1 + 1 ≤ k − k1 ≤ xk − 1 块鹅卵石, 其中

设 k ∈ (ki, ki+1], i = 1, · · · , s, ks+1 = 60. 因此每个盒子中均有鹅卵石剩余,

乙无法取胜. 结论的充分性证毕.

结论必要性的证明. 令甲用一种策略使游戏一直进行下去. 反设存在 k1两

个条件均不满足. 设 k1 + 1 ≤ k ≤ 60满足 xk ≤ k1 − k. 取一空序列M, 每轮

结束后记录两人的操作于M的最后. 当M为空时, 令乙选择 k1, 并不妨假设

甲进行操作 L (否则在下一次M为空出现前令乙进行与下述对称的操作即可).

当M非空时, 设M中的最后一轮操作乙选择了 i. 本轮操作中, 令乙选择 i+ 1

(下面我们将证明 i < 59 ); 然后若甲进行操作 G, 则去掉M中最后两轮 (包括

本轮) 的记录. 这样每次去掉的两轮操作的总效果为 Bi+1内石子数减少 1, 因此

若按M中的操作进行, 游戏依然可以进行下去. 而任意时刻下, 均有

M = (k1, L) , (k1 + 1, L) , · · · , (i, L) .

若在某个时刻, i ≥ k−1,则M中的全体操作对Bk的总效果为减少 k−k1 ≥ xk

块鹅卵石, 矛盾! 因此 i < k − 1 ≤ 59. 因此留在M中的操作对所有盒子中的

鹅卵石总数变化的贡献是有界的. 而在足够多次操作后, 共去掉了足够多对操

作, 每对去掉的操作的总效果使所有盒子中的鹅卵石总数减少 1, 从而所有去掉

的操作的总效果可以使所有盒子中的鹅卵石总数减少足够多. 但开始时鹅卵石

总数有限, 矛盾! 结论的必要性证毕.

原命题的证明. 我们约定结论中 k1 = 0时(i)成立, k1 = 60时(ii)成立. 若

甲可以不败, 设 m是 1, · · · , 59中, 使得结论中 k1 = m时成立(i)的最大数, 则

有 k1 = m+ 1时成立(ii). 因此
60∑
i=1

xi =
m∑
i=1

xi + xm+1 +
60∑

i=m+2

xi ≥
m∑
i=1

(m− i+ 2) + xm+1 +
60∑

i=m+2

(i−m)

= m2 − 59m+ 1830 ≥ 960.

而若令甲取 x1 = 30, x2 = 29, · · · , x30 = 1, x31 = 2, · · · , x60 = 31, 则由结论, 甲
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可以保持不败. 因此最小的可使甲可以保持不败的 n为960. �

注. 容易发现, 如果乙后一次选择的划分点不在上一次甲选择的减一的那

一侧, 那么甲可以适当选择使得这两次操作合并后, 每个盒子石子数不减, 乙就

会 “吃亏”; 类似地, 如果乙后一次选择的划分点在上一次甲选择的减一的那一

侧,而甲没有继续在同一侧减一,那么两次操作合并后,每个盒子石子数不增,甲

就会 “吃亏”, 所以两人的最佳策略已经基本确定, 这就可以得到引理, 引理的证

明只是在尽量把 “吃亏” 说清楚. 美国有一道 “考试作弊” 的题目的部分想法与

它一模一样.

C 8.爱丽丝有一张仙境的地图, 仙境由 n ≥ 2个城镇组成. 对每两座城镇,

它们之间都有一条狭窄的小路相连. 某天, 所有的小路都被下令只能单向通行.

爱丽丝无法得知这些小路允许通行的方向, 但红心国王愿意帮助她. 爱丽丝被

允许询问他一些问题, 在每个问题中, 爱丽丝选取两座城镇, 国王告诉她它们之

间的小路的通行方向.

爱丽丝想知道仙境中是否有至少一座城镇只有至多有一条向外通行的小

路. 证明: 爱丽丝总可以通过询问至多 4n个问题得到答案.

解答. 在每个时刻, 以城镇为顶点, 爱丽丝所有得知方向的道路为有向边作

有向图, 称图中的一点为 “优秀” 的, 若其出度为 0 ; 称之为 “良好” 的, 若其出

度为 1 ; 否则称之为 “失败”的. 开始时, 所有的点均为优秀的. 若一个点为失败

的, 则可以确定它不满足至多有一条向外通行的小路. 我们令爱丽丝分三阶段

询问.

第一阶段. 首先令爱丽丝选择两个点询问. 然后归纳地, 在每一次询问得

到 Ak 指向 Ak+1 后, 选择一个没有被连边的点, 询问其与 Ak+1 之间的路. 如此

询问直到所有点均有连边. 这样共询问了 (n−1)次,得到了一棵树. 由于每次询

问恰使一个优秀的点变为良好的点, 故询问后图中恰有 (n − 1)个良好的点和 1

个优秀的点. 设优秀的点为 X, 且 Y1, · · · , Yk 为所有不与 X 相连的点.

第二阶段. 令爱丽丝依次确定 XY1, XY2, · · · 的方向, 直到询问出某条从 X

出发的边 XYt, 或询问至 XYk 为止. 若所有边 XYi 均由 Yi 指向 X, 则已经确

定X 没有向外通行的路, 即共进行 n+ k − 1 ≤ 2n− 2次询问后得到了答案. 下

考虑爱丽丝在进行了 t次询问后得知XY1, · · · , XYt−1指向X, XYt指向 Yt的情

况. 这时 Y1, · · · , Yt−1是失败的,其余 (n−t+1)个点均为良好的. 在这 (n−t+1)
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个良好的点间, 第二阶段只连出了 XYt 一条边, 而第一阶段中所连的边没有形

成环 (不考虑方向), 因此这些良好的点中至多只有一个点与 X, Yt同时相连. 此

外, 在此之后的每个时刻, 两良好的点之间的连边, 只能是 XYt或第一阶段产生

的, 因为在此之后对两良好的点连边后它们中的一个即变为失败的.

第三阶段. 令爱丽丝每次选择一个不与 X, Yt均相连的良好的点 C, 确定其

与X, Yt中不相连的一个所连边的方向, 直到某次询问出的连边从X 或 Yt发出,

或没有这样的点 C 为止. 分三种情况讨论.

情况一. 某次询问出的连边从X 或 Yt发出. 则X, Yt之一变为了失败的. 因

此在之后的每一时刻, 良好的点之间的连边只能是第一阶段产生的, 从而它们

不会构成多于二阶的完全图. 因此可以每次询问未连边的两个良好间路的方向,

直到只有两个良好的点剩余为止. 由于每次询问均恰将一个良好的点变为失败

的, 因此共询问了 (n− t− 1)次. 此后对两个良好的点的每一个, 令爱丽丝依次

询问所有未与之相连的点与之连边的方向. 由于第一阶段产生的以这两个点之

一为一端点的边至少有两条, 因此至多需要再询问 (2n − 5)次即可连出以这两

个点之一为一端点的所有边, 从而确定这两个点是否有至多一条向外通行的小

路. 这时爱丽丝共进行了至多 (n− 1) + t+ (n− t− 1) + (2n− 5) = 4n− 7次询

问, 得到了答案.

情况二. 第二阶段结束时, 不存在与 X, Yt 同时相连的点, 且第三阶段已经

连出的每条边均指向 X 或 Yt. 这时前面的询问过后仅 X, Yt 两点是良好的, 与

情况一同理, 共进行至多 (4n− 7)次询问, 便可得到答案.

情况三. 第二阶段结束时,存在与X, Yt同时相连的点Z,且第三阶段已经连

出的每条边均指向 X 或 Yt. 这时前面的询问过后仅 X, Yt, Z 三点是良好的. 此

后对 X, Yt, Z 的每一个, 令爱丽丝依次询问所有未与之相连的点与之连边的方

向. 由于第二阶段连接的前 (t− 1)条边和第三阶段已经连接的 (n− t− 2)条边

均恰与这三点中的一个相连, 且这三个点两两相连, 因此至多需要再询问 (3n −

6) − (t − 1) − (n − t − 2) − 3 = 2n − 6次即可连出以这三个点之一为一端点的

所有边, 从而确定这三个点是否有至多一条向外通行的小路. 这时爱丽丝共进

行了至多 (n− 1) + t+ (n− t− 2) + (2n− 6) = 4n− 9次询问, 得到了答案. �

注 1. 我们证明了询问次数不超过 4n− 7.

注 2. 证明 5n次询问可以得到答案是容易的. 大致思路是, 每两次询问排

除掉一个点, 大约 2n次后, 剩下至多 3个点不是失败的. 再依次询问出所有与

它们相关的边, 还需要约 3n次. 下面需要进行加强. 我们发现, 必须保证前面的
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询问后出现 3个点均为良好的, 且构成有向的圈. 故在第一阶段我们尽可能多

地让点有出度, 而不形成圈. 由此我们基本确定了三角形出现的位置. 之后只需

保证后面的询问每次都问到可能出现三角形的点即可.

注 3. 我们的解答至少有两个位置可以加强:

(1) 第一阶段问出的树过于随意;

(2) 最后检查剩下的点时估计得过宽.

我们可以据此改进到询问不超过 (4n − 2 log2 n − 2)次. 具体做法如下. 在第一

阶段中. 每轮询问如下进行: 将所有优秀点两两配对, 询问每对点之间的方向;

如果有奇数 ( > 1 ) 个优秀点, 则在询问完已配对的优秀点后, 再询问余下的那

个优秀点与当前的任一优秀点之间的方向.依此不断询问,直到只有一个优秀点

这止. 这样最后剩下的优秀的点 X 已经连出至少 m = blog2 nc条边. 注意进行

完第 k轮优秀的点的度数至少为 k, 故最后一轮与X 连边的点的度数不小于m.

将所有良好的点按到 X 的距离的奇偶性分为 A,B 两组 ( A为奇数的). 两各组

内的点之间均无连边, 且 A中包含度不小于 m的那个点. 类似地, B 中包含度

不小于m− 1的点. 第二阶段以本阶段开始时度数递增的顺序询问未与X 连边

的点与X的道路. 不妨设询问不超过 n− 1−m次后得到了两条从X发出的边.

在第三阶段分别在 A,B 中以入度递增的顺序选取两良好的点询问. A,B 最终

剩余的良好的点至少分别已有至少m,m− 1的度, 因此再进行 (2n− 2m− 2)次

询问便可得到答案.

注 4. 我们还可以证明, 爱丽丝至少需要询问 (4n− 3 log2 n− 11)次才能保

证得到答案.我们不妨令红心国王在爱丽丝每询问一条路径后再确定其方向,并

证明爱丽丝询问不足上述次数时, 狡诈的红心国王有策略使爱丽丝无法得到答

案. 我们令红心国王分两个阶段回答.

第一阶段. 当爱丽丝询问两个点的方向时, 若这两个点所在的连通分支不

同, 且都是树 (不考虑方向), 则令红心国王回答度数较大的那个连通分支的点

指向另一个点; 否则任意回答. 如此进行, 直到恰有 8个连通分支为树为止. 注

意到每次询问后, 为树的连通分支的个数不变或减少 1 个, 因此该阶段会在至

少 (n− 8)个问题后停止. 可以证明, 如此回答保证了, 在每个连通分支中, 如果

它是一个有 k 个顶点的树, 则其每个顶点的入度不超过 log2 k. 每棵树中, 至少

有一个优秀的点. 我们记这 8棵数中, 顶点数最小的 3棵数中的那个优秀的点分

别为 V1, V2, V3.
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第二阶段. 设图去掉 V1, V2, V3 后得到连通分支 A1, · · · , Ak ( k ≥ 5 ). 当被

问及时, 我们令红心国王回答 Aj 中的点指向 Aj+1, Aj+2 中的点, Vi 指向 Vi+1,

角标取模定义. 若爱丽丝询问某个 Vi 与其他点之间的路, 当 Vi 还有别的未连

的边时, 令红心国王回答指向 Vi ; 而当询问的是 Vi 未连接的最后一条边时, 回

答从 Vi 发出. 其余问题任意回答. 如此回答保证了, 在任意时刻均存在着每个

点均有至少两条向外的路的可能; 而在没有连出所有以 Vi 为顶点的边之前, 也

存在着某个 Vi 只有一条向外的路的可能. 而在阶段开始时, 每个 Vi 连接了至

多 log2(
3
8
n − 2) < log 2n − 1 条边. 因此爱丽丝为了得到答案, 至少需要再询

问 3(n− 3− (log2 n− 1)) + 3 = 3n+ 3 log2 n− 3次.

C 9.对于任意两个不同的实数 x, y,我们定义D(x, y)为满足 2d ≤ |x−y| <

2d+1的唯一整数 d. 给定一个实数的集合 F , 对 x ∈ F , 我们称 x在 F 中的标度

是所有 D(x, y)的值, 其中 y ∈ F 且 y 6= x.

给定正整数 k, 设 F 中的任一元素 x都只有至多 k 个不同的标度 (注意这

些标度可能依赖于 x的选取). 求 F 元素个数的最大值.

解. 下面我们证明 F 元素个数的最大值为 2k. 显然 F = {1, · · · , 2k}满足

条件. 因此我们只需证明 |F| ≤ 2k. 对X ⊆ R与 x ∈ X, 我们记 fX(x)为 x在X

中的不同标度个数. 有对于任意 x ∈ F , fF (x) ≤ k. 因此, 我们只需证明下面的

结论.

结论. ∑
x∈F

2−fF (x) ≤ 1.

结论的证明. 记 g(F) = |{D(x, y) : x, y ∈ F , x 6= y}|, 对 g(F) 归纳.

g(F) = 0时, k = 0, |F| = 1, 结论成立. 对正整数 m, 设 g(F) < m时结论成

立. g(F) = m时, 记 D(x, y)的最大值为 t,

A = {x : x < y, x, y ∈ F , D(x, y) = t}, B = {y : x < y, x, y ∈ F , D(x, y) = t}.

若存在 x ∈ A ∩ B, 则设 x′ < x < x′′ 使 D(x′, x) = D(x, x′′) = t. 这时,

D(x′, x′′) = t+1,矛盾. 因此A∩B = ∅. 记 C = F\(A∪B). 有 g(A∪C) ≤ m−1.

因此由归纳假设, ∑
x∈A∪C

2−fA∪C(x) ≤ 1.

而对 x ∈ A∪C, 其在A∪C中相较于其在 F 中, 没有增加新的标度, 且当 x ∈ A
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时, 缺少了标度 t. 因此

1 ≥
∑
x∈A∪C

2−fA∪C(x) =
∑
x∈A

2−fA∪C(x)+
∑
x∈C

2−fA∪C(x) ≥
∑
x∈A

2−(fF (x)−1)+
∑
x∈C

2−fF (x).

同理, ∑
x∈B

2−(fF (x)−1) +
∑
x∈C

2−fF (x) ≤ 1.

结合两式即有∑
x∈F

2−fF (x) =
∑
x∈A

2−fF (x) +
∑
x∈B

2−fF (x) +
∑
x∈C

2−fF (x) ≤ 1.

因此由数学归纳法, 结论成立. �

注. 此题极为困难, 可认为一切元素均为整数, 然后去分析它们两两最大最

小距离, 在消去最大距离的过程中会慢慢认识到小结论从而解决.
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